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 چكيده
 با توجه به اين كه معادله مسير حركت         .  موضوع اصلي اين مقاله، مقايسه چند روش عددي حل معادله ديفرانسيل حركت ماهواره است                  

تي شش مقدار اوليه به معادله ديفرانسيل معرفي كرد كه اين شش              ماهواره معادله ديفرانسيل مرتبه دوم است، براي حل عددي مسير بايس            
با مقايسه بردار موقعيت و سرعت به دست آمده از         .  مقدار اوليه به ترتيب مؤلفه هاي بردار موقعيت و سرعت ماهواره در يك دستگاه لخَتي است              

در اين تحقيق،   .   مركز نمايش داد   -ه مختصات ماهواره  حل عددي مدار و مدار كپلري مي توان خطاي روش عددي حل مدار را در يك دستگا                
مولتون  - بشفورت و آدامز   -آدامز( اصلاحگر   - نيسترم و روش پيشگو     -كوتا-كوتا، روش رونگ  -سه روش عددي حل مدار از قبيل رونگ        

 ثانيه به   30م محاسباتي   محاسبات نشان مي دهد با گا     .  براي حل عددي مدار يك ماهواره نزديك سطح زمين مورد بررسي قرار مي گيرد               (
 3كوتا نيسترم مرتبه    - و روش رونگ   4 مولتون مرتبه    - بشفورت و آدامز   - اصلاحگر آدامز  -، روش پيشگو  4كوتا مرتبه   -ترتيب روش رونگ  

 .مناسب ترين اند
 

 اصلاحگر، اغتشاشات، معادلات ديفرانسيل، خطا- حل عددي، پيشگو:واژه هاي كليدي
 

 مقدمه    1

ك ماهواره مستلزم فراهم بودن دو دسته             تعيين مدار ي    
 .معلومات زير است

هاي  همة نيروهاي موثر در حركت ماهواره و مدل              .1
 .رياضي آنها معلوم باشد

 .  مشخص باشدًمعادله رياضي حركت ماهواره كاملا .2

هاي نزديك سطح زمين نيروهاي         در مدار ماهواره   
ازجمله اثر ضرايب     .  اي زمين تأثير عمده دارند          جاذبه

ها،  مد جسم زمين و اقيانوس        و  ژئوپتانسيلي زمين، جزر   
 پتانسيل تغيير شكل زمين در اثر دوران، اثر جاذبه                     

در مورد  .  نام برد   ساير سياره ها و نسبيت عام را مي توان         
 نيروهاي غير جاذبه  اي مي توان اصطكاك هوا، اثر                  

 تابش خورشيد، اثر انعكاس هاي زميني و اثرات گرمايي            

از اين دسته نيروهاي غيرجاذبه اي مي توان         .  كردرا ذكر    
اثرات .  اصطكاك هوا را از همه مؤثرتر دانست                   

 ترين نيروها تلقي      توان جزو پيچيده     اي را مي     غيرجاذبه

 وابسته به خصوصيات      ًكرد چرا كه ميزان اثرات كاملا         
فيزيكي خود ماهواره است و مدل سازي آنها در هر                  

ه مسير حركت ماهواره يا        معادل.  ماهواره متفاوت است    
 همان معادله كپلر، معادله ديفرانسيلي مرتبه دوم                     

 همان طوركه مي دانيم براي حل يك            .  برداري است  

 معادله ديفرانسيل مرتبه دوم دو مقدار اوليه لازم                      

 است، يكي مقدار اوليه از تابع و مقدار اوليه از مشتق                   

 ت يا   تابع، يعني بردار موقعيت و مشتق بردار موقعي                 

 از آنجا كه معادله كپلر برداري و                  .  بردار سرعت  

ازاي هر بردار، سه مختص خواهيم         سه بعدي است پس به    
 داشت و در نهايت به منظور حل معادله كپلر شش                     

 مختص موقعيت و سرعت ماهواره در يك دستگاه                  

 حال اين معادله ديفرانسيل مرتبه        .  لختي مورد نياز است     
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ايستي به دو دسته معادله سرعت و           دوم يا معادله كپلر ب      
موقعيت تقسيم شود تا بتوان روش هاي عددي را براي حل           

 .آن به كار گرفت

ها موضوع جديدي در علوم       حل مدار ماهواره   مسئله
اي نيست و تحقيقات زيادي در اين خصوص                ماهواره

كوتاه -از روش رونگ   )2000(  سو.  صورت گرفته است  
 استفاده  MEO وGEOهاي  ره براي حل مدار ماهوا 8مرتبه  
وي شش معادله ديفرانسيل مرتبه اول به دست آمده          .  كرد

البته اين مطلب   .  از معادله كپلر را به طور جداگانه حل كرد       
هاي مورد  خللي در محاسبات ايجاد نمي كند، چون ماهواره 

هاي كوچك   نظر ايشان ارتفاع زيادي داشتند و در گام           
نيز   )2000(ولف  .  طي فرض كرد  توان مسير را تقريبا خ      مي

 را براي حل معادله مدار به كار       6كوتا مرتبه   -روش رونگ 
اي بين نيروهاي اغتشاشي وارد بر               گرفت و مقايسه     

ماهواره هاي متفاوت به انجام رساند كه همگي آنها داراي          
 )1994(سانتوس  .   كيلومتر بودند   800ارتفاعي بيش از      

- از روش اشتورمر    GPSمنظور بهبود مدار ماهوارهاي        به
 بافت .  استفاده كرد   11مرتبه  )  Stormer-Cowel(  كول

براي حل     را 13كول مرتبه    -نيز روش اشتورمر   )  1985(
البته لازم به    .  استفاده قرار داد     موردGPS   مدار ماهواره 

ها فقط مختصات ماهواره را        اين الگوريتم   ذكر است كه   
معادله منظور حل يك        محاسبه مي كنند، يعني فقط به        
اند و براي محاسبه بردار       ديفرانسيل مرتبه دوم طراحي شده    

سرعت، بايستي از روش ديگري كه اين معادله ديفرانسيل          
در اين خصوص    .  دهد استفاده كرد    را كاهش مرتبه مي     

 - بشفورت و آدامز مولتون پيشگو      - از روش آدامز   ًمعمولا
براي )  2001(ريم و شوتس      .  شود اصلاحگر استفاده مي   

هم  كه آن )  Kalman filter(حل مدار، روش فيلتر كالمن       
. گيرند نتيجه حل يك معادله ديفرانسيل است را به كار مي          

هاي ژئوديناميكي   عمده هدف آنها محاسبه مدار ماهواره        
در بررسي صورت گرفته روي يك       )2003( اسحاق.  است

ماهواره نزديك زمين نشان داد كه گام حل عددي معادله           

ل، حل مدار وابسته به درجه و مرتبه ضرايب                ديفرانسي
هاي كروي نيز دارد، محاسبات وي نشان                هارمونيك

دهد كه حل عددي معادله ديفرانسيل مدار ماهواره با             مي
 از   30 تا درجه و مرتبه            4كوتا مرتبه     -روش رونگ  

دو  )2005(  اسحاق.  كند هاي كروي كفايت مي    هارمونيك
 .ام متغير را عرضه كردروش عددي حل مدار ماهواره با گ

نيز  )a2005  ،b2005، c2005 ،2003(اسحاق و نجفي    
روش هاي تعيين مدار ماهواره هاي نزديك سطح زمين را           
بررسي كردند و اغتشاش هاي مداري ماهواره هاي نزديك        
سطح زمين را نيز در مورد يك ماهواره نزديك سطح                

وي  مركز و همچنين ر   -زمين در دستگاه مختصات ماهواره    
 . المان هاي مداري ماهواره ارائه كردند

در تحقيق حاضر، مقايسه اي بين سه روش متفاوت             
-حل عددي معادله ديفرانسيل مدار ماهواره از قبيل رونگ        

 و روش    3 نيستروم مرتبه      -كوتا-، رونگ 4كوتا مرتبه    
 مولتون   - بشفورت و آدامز       -اصلاحگر آدامز  -پيشگو

ها در مسئله     اين روش كارگيري   نحوة به .  شود بررسي مي 
تعيين مدار ارائه مي شود و در نهايت، آنها با يكديگر                  

در بخش بعدي اين مقاله، معادلات           .  شوند مقايسه مي  
اي و غير جاذبه اي      رياضي نيروهاي مغشوش كننده جاذبه     

همچنين به طور مختصر روش حل عددي       .  شود بررسي مي 
گيري اين   معادلات ديفرانسيل مرتبه بالا و نحوه به كار            

روش در حل مدار به سه روش ذكر شده روي ماهواره                
CHAMP          ارائه مي شود و در نهايت مدارهاي حل شده در 

 مركز با هم مقايسه          -يك سيستم مختصات ماهواره       
 مركز مورد مقايسه     -دستگاه مختصات ماهواره   .  مي شوند

 .قرار مي گيرد
 
 

  مدار)perturbing forces( نيروهاي اغتشاشي    2

نيروهاي مغشوش كننده مسير حركت ماهواره از مدار              
اين نيروها يا داراي  .  كپلري همگي نيروهاي غير مركزي اند    

نيروهاي داراي  .  منشاء جاذبي و يا غير جاذبه اي هستند          
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 نيروهاي حاصل از        :  اي عبارت اند از        منشأ جاذبه   

 بيضويت   (2ضرايب هارمونيك ژئوپتانسيلي درجه             

 ، 2تانسيلي با درجه بالاتر از                ، ضرايب ژئوپ      )زمين

 كشند   ،)body tide(  پتانسيل كشندي جسم زمين         

پتانسيل ناشي از تغيير شكل          )  ocean tide(  اقيانوسي
 و نسبيت عام    )  rotational deformation(  دوراني زمين 

)general relativity  .(            از نيروهاي داراي منشأ غير
، اثر تابش   )air drag(توان به اصطكاك جو       اي مي   جاذبه

، اثر بازتاب نسبي      )solar radiation presure(  خورشيد
) thermal effect(زمين و همچنين اثر حرارتي        )  آلبيدو(

در زير به معرفي معادلات رياضي حاكم بر        .  نيز اشاره كرد  
 .پردازيم اين نيروها مي

 
 نيروي ژئوپتانسيلي    2-1

ي كروي   ها معادله بسط پتانسيل زمين به هارمونيك             
، 1987  ونيچك و كراكووسكي،    (به صورت زير است       

 ).1985 ، بافت،1994 سانتوس،
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nmnmدر اين رابطه      S,C       ضرايب هارمونيك نرمال شده 
 a , GMنوع اول و        توابع لژاندر   nmPميدان پتانسيل،    

ضرب ثابت   قطر طول بيضوي رفرانس و حاصل      نيمترتيب   به
نيز مختصات   )  λϕ,,r(  جاذبه نيوتن در جرم زمين و          

 درجه و مرتبه ضرايب هارمونيك      m , nكروي ماهواره و    
 2C يعني پتانسيل        2ضريب هارمونيك مرتبه        .  است

الاتر از  ضرايب هارمونيك ب  .  مشخصه بيضويت زمين است   
 .  نيز در بسط فوق حضور دارند2

 
 و مد پوسته زمين پتانسل جزر    2-2

يكي اثر  .  سيارات اطراف زمين دو اثر روي ماهواره دارند        
جاذبه اي مستقيم روي ماهواره و ديگري اثر جاذبه اي در            

تغيير پتانسيل . پتانسيل گراني زمين و انعكاس آن به ماهواره  
يير شكل پوسته زمين مي شود       گراني زمين كه موجب تغ      

باعث اغتشاش حركت ماهواره     )  جزر و مد جسم زمين      (
اثر جزر و مد جسم زمين با دومين عدد لاو كه               .  شود مي

نسبت پتانسيل تغيير شكل زمين به پتانسيل زمين جزر و مد            
بعضي معتقدند كه عدد لاو داراي دو          .  است رابطه دارد   

ل جزر و مد و       پتانسي  بخش است يكي مستقل از بسامد        
كل عدد لاو را مستقل از بسامد         اگر.  ديگري وابسته به آن   

؛ مك كارتي،    2000ولف،  (  فرض كنيم خواهيم داشت    
1996 ( 
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 مقادير اسمي عدد لاو با درجه و مرتبه            nmkدر آن    كه
ضرب  حاصلGM⊕ايي زمين،     شعاع استو   eRمشخص،  

 ضرب   حاصل   jGMثابت جاذبه در جرم زمين،                 

تعداد   jثابت جاذبه در جرم سياره مورد نظر است،                 
 jj,ΛΦ فاصله زمين مركزي سيارات،              jrسيارات،   
چه قسمت   چنان.  زمين مركزي سيارات است     مختصات  

توانيم  وابسته به بسامد عدد دوم لاو را در نظر بگيريم مي             
تصحيحات مربوطه را در ضرايب هارمونيك هاي كروي          
 ميدان جاذبه زمين به شكل زير به فرمول در آوريم                    

 ):1996مك كارتي، (
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 قسمت متغير عدد لاو با بسامد است           fkδدر اين رابطه     
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fH                  دامنه بسامد جزر و مدي و يك تركيب خطي از 
 هاي دوودسون      هاي اساسي يا آرگومان             آرگومان

)Doodson arguments (است. 
 

 جزر و مد اقيانوس ها    2-3

جزر و مد اقيانوس ها كاملاً مشابه جزر و مد پوسته زمين               
است با اين تفاوت كه آب به  دليل سيال و ديناميك بودنش        
داراي ممان لختي جنبشي مي شود، به حركت درمي آيد و          
در بعضي مناطق اقيانوسي با انباشته شدن پوسته زمين آن             

معمولاً براي بررسي اثر بار         .  يجاد مي كند  مناطق بار ا    
. اقيانوسي از مدل هاي جزر و مد اقيانوسي استفاده مي  شود         

اثر جزر و مد اقيانوسي روي ضرايب هارمونيك ميدان              
؛ ولف،  1996مك كارتي،    (جاذبه به صورت زير است         

 )2003؛ اسحاق و نجفي، 2000؛ سو، 2000
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ثابت جاذبه و شتاب گراني، چگالي    G  ،gدر اين روابط،    
هاي جزر و     هاي مؤلفه   آرگومان ′nk اعداد بار     wρآب  

±مدي و   
snmS   و ±

snmC      ضرايب هارمونيك جزر و مدي و  

fθزمان خورشيدي گرينويچ است . 
 

پتانسيل تغيير شكل زمين ناشي از تغيير محور               2-4
 دوران آن

دوران زمين علاوه بر ايجاد بيضويت در زمين، تغييرات             
ديگري در زمين نيز ايجاد مي كند كه وابسته به موقعيت              

روابط زير اين  .  است  ب و تغييرات سرعت دوراني زمين     قط
اثر را روي ضرايب هارمونيك ميدان جاذبه نشان مي دهند          
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 imاي متوسط زمين،        سرعت زاويه   Ωدر اين روابط      
 .موقعيت قطب و نرخ تغييرات سرعت دوراني زمين است

 
 اثر جاذبه سيارات    2-5

سيارات موجود در اطراف زمين به دليل وارد ساختن                
ه را به سمت خود مي كشند رابطه زير ميزان          جاذبه، ماهوار 

ريم و   (تغيير شتاب ناشي از اين اثر را نشان مي دهد                   
؛ 2000؛ سو،    2003؛ سيبر،    2000؛ ولف،    2001شوتس،  
 .)1994سانتوس، 
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 جرم سياره و    iM  ره، بردار موقعيت سيا   irدر اين رابطه،    
iΔموقعيت نسبي سياره نسبت به ماهواره است . 

 
 نسبيت عام    2-6

هاي مورد نظر نزديك سطح زمين اند            كه ماهواره      از آنجا 
رابطه زير تغيير   .  بنابراين نسبيت عام روي آنها مؤثر است        

كند   ط با نسبيت عام بيان مي         شتاب ماهواره را در ارتبا       
 .)1996مك كارتي، (
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r,rسرعت نور،      Cدر اين رابط      &rr      بردارهاي موقعيت و
ضرب ثابت جاذبه در جرم       حاصل eGM  ،سرعت ماهواره 

مطابق نظرية نسبيت،     .   ضرايب ميدان ا  ند    ,γβ  زمين و  
رفتگي    زمان ايجاد فرو      -جاذبه زمين در صفحه فضا        

زمان در     -كند كه انحناي اين فرو رفتگي فضا                مي
هاي نزديك جسم جاذب يا زمين بيشتر است اين             قسمت

شود كه راستاي انتشار نيرو در دستگاه        فرورفتگي باعث مي  
اشد، بلكه مسير منحني شكلي     مستقيم نب   زمان، كاملاً   -فضا

كه همة     از آنجا ).  در راستاي خم ژئودزيك   (را طي كند    
معادلات ديفرانسيل ما در يك فضاي لختي بدون انحنا              

هاي  صادق اند، بنابراين در نظر گرفتن اين اثر براي ماهواره         
نزديك سطح زمين كه در اين انحناي فضا بيشتر قرار                 

 .دارند الزامي  است
 
 صطكاك هواا    2-7

با توجه به بيضي بودن مسير حركت ماهواره مي توان اظهار          
داشت كه ارتفاع ماهواره در نقطة حضيض مدار، كمتر از            

با توجه به اين نكته كه         .  ارتفاع آن در اوج خواهد بود        
چگالي جو در ارتفاعات كمتر، بيشتر است، مي توان گفت         

ود و در   كه در نقطة حضيض از سرعت ماهواه كاسته مي ش        
اين اثر باعث    .  افزايش مي يابد سرعت آن     اوج اندكي     

مي شود كه مدار ماهواره به مدار دايره اي نزديك شود و             
وقتي .  اين نيرو رابطه مستقيم با سرعت ماهواره دارد               

سرعت زياد شود اصطكاك نيز افزايش پيدا خواهد كرد و          
ه همچنين اين اثر رابطه معكوس با ارتفاع ماهوار       .  بر عكس 

دارد چنانچه ارتفاع كم شود چگالي افزايش مي يابد و در            
اين اثر يكي از        .  نتيجه بر اصطكاك افزوده مي شود         

ترين اثرات در تعيين مدار ماهواره هاي نزديك سطح           مهم
رابطه زير شتاب ناشي از اين اثر را بيان مي كند          .  زمين است 

؛ ريم و شوتس،     2000؛ سو،    2000؛ ولف،    2003سيبر،  (
 ).2003؛ اسحاق و نجفي، 2001
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rVدر اين رابطه     
r        بردار سرعت ماهواره نسبت به جو m 

 سطح  A ضريب اصطكاك ماهواره،      dCجرم ماهواره،   
ئم بر مسير حركت ماهواره است، يعني مساحت قسمتي           قا

از بدنه ماهواره كه در تماس مستقيم با جو و عامل اصلي               
 .اصطكاك جو است

 
 اثر تابش خورشيد    2-8

اين اثر در ماهواره هاي داراي ارتفاع زياد، اهميت بسياري          
اين اثر در ماهواره هاي پايين   تر كمتر است ولي قابل          .  دارد
مهم ترين قسمت در محاسبه اين اثر،            .  ض نيست  اغما

محاسبه فاكتور خسوف است كه موجب ناپيوستگي در            
رابطه زير، شتاب ناشي از اين اثر را نشان           .  اين اثر مي شود  

 )2000؛ سو، 2000؛ ولف، 2001ريم و شوتس، .(مي دهد
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m
A1pasolar η+−=

r 

 ضريب انعكاس     η   ممان ناشي از خورشيد،         Pكه   
فاكتور   νسطح قائم بر امتداد خورشيد،            Aماهواره،  

خسوف كه اگر ماهواره در تاريكي باشد برابر صفر اگر              
 باشد بين    سايه در روشنائي باشد برابر يك و اگر در نيم            

 .صفر و يك است
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     اثر بازتاب هاي زمين2-9

نور خورشيد به زمين تابيده و پس از برخورد به آن باز                 
مي تابد اين بازتاب به ماهواره برخورد مي كند و حركت            
آن مغشوش مي شود، اين اثر بسيار پيچيده است، رابطه              
زير، شتاب ناشي از اين اثر را در ماهواره نشان مي دهد                 

 ).2001يم و شوتس، ر(

[ ]∑
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 ضريب بازتاب ماهواره نسبت به بازتاب هاي              cηكه   
 cA اثر مساحت تصوير شده روي زمين،              ′A  زميني،

جرم   mمساحت قائم ماهواره نسبت به بازتاب ها،                
ضريبي است كه اگر مركز        τسرعت نور،     C  ماهواره،

هر سطح روي زمين در تاريكي باشد، صفر و اگر در                  
ضرايب آلبيدو    a  و  eروشنايي باشد برابر يك است،        

مندي هر سطح روي زمين      و قابليت گسيل  )  بازتاب نسبي (
 زاويه سمت الرأسي   sθ ممان تابشي خورشيدي،     sEاست،  

 r̂ ضريب خارج بودن از زمين روشن،            BMخورشيد،  
داد سطوح  تع  Nكه از مركز سطح تا به ماهواره و           برداري

 .روي زمين است
 
     اثر حرارت2-10

وقتي جسمي گرم مي شود از خود پرتو گسيل مي كند، اين          
عمل موجب جابه جايي در حركت ماهواره مي شود اين            
اثر بسيار پيچيده است چون وابستگي زيادي به خواص              
 .فيزيكي و جنس مواد به كار رفته در ساخت ماهواره دارد

 
 اهواره    معادله حركت م3

معادله حركت ماهواره در غياب نيروهاي اغتشاشي يعني           
 :تنها در اثر نيروي مركزي، به صورت زير است

)22(                                            r
r

GMr
3

r
r

&&r −= 

اين معادله، معادله ديفرانسيلي از مرتبه دوم است كه در آن           

GM زمين و    ضرب ثابت جاذبه در جرم           حاصلr  بردار 
معادله فوق در يك فضاي لختي        .  موقعيت ماهواره است   

صادق است حل تحليلي معادله ديفرانسيل فوق منجر به             
مدار فوق را   ).  2003سيبر،  (مدار معروف كپلري مي شود      

مي توان از راه محاسبه هاي عددي به روش هاي                      
البته ارزش و كاربرد       .  انتگرال گيري نيز به دست آورد      

هاي انتگرال گيري در محاسبه مدار ماهواره در               روش 
 .حضور نيروهاي اغتشاشي است

گيري زيادي براي حل معادله            هاي انتگرال   روش
از جمله اين     .  ديفرانسيل حركت ماهواره وجود دارد         

نياز اوليه  .  كوتا نام برد   -توان از روش رونگ     ها مي  روش
 مقادير  .حل هر معادله ديفرانسيلي داشتن مقادير اوليه است       

اوليه در حل معادله ديفرانسيل حركت ماهواره عبارت              
در (است از بردار موقعيت و بردار سرعت اوليه ماهواره              

). شروع(در زمان اوليه     )  دستگاه مختصات لختي انتخابي    
روش ديگري كه معمولاً در محاسبه مدار مورد استفاده             

اين .  قرار مي گيرد مبتني بر پيشگويي و اصلاحگري است         
روش ها مستقيماً به موقعيت چند نقطه آخر مسير وابسته              

 بشفورت يك پيشگو و       -براي مثال، روش آدامز     .  است
بابليان و مالك   ( مولتون يك اصلاح گر است      -روش آدامز 

كه هر دو با هم به كار برده        )  1994؛ سانتوس،   1995نژاد،  
مي شوند بدين ترتيب كه با استفاده از چند نقطه آخر نقطه            

 بشفورت پيش بيني و با موقعيت      -ي از راه پيشگو آدامز    بعد
 مولتون  -پيش بيني و نقاط قبلي روش اصلاح گر آدامز           

كه معمولاً به روش تكرار اين فرمول           .  تصحيح مي شود 
يكي ديگر از روش هاي          .  ضمني محاسبه مي شود      

 -كوتا-انتگرال گيري از مسير ماهواره، روش رونگ             
 كه براي حل معادلات         است)  1994شيدفر،   (نيستروم   

اين روش قابل استفاده براي     .  مرتبه دوم طراحي شده است    
هر نوع معادلات ديفرانسيل مرتبه دوم مناسب است و                
موقعيت و سرعت ماهواره را به طور همزمان محاسبه                

 .مي كند
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 - بشفورت و آدامز    -كوتا، آدامز -روش هاي رونگ 
 مطرح  مولتون براي حل معادلات ديفرانسيل مرتبه اول           

اند اما معادله ديفرانسيل حركت ماهواره يك معادله             شده
ديفرانسيل مرتبه دوم است كه بايد اين معادله ديفرانسيل            
برداري مرتبه دوم به يك دستگاه معادلات ديفرانسيل              

 .مرتبه اول تبديل شود
 
     حل معادله حركت ماهواره3-1

ت طوركه گفتيم معادله ديفرانسيل برداري حرك             همان
ماهواره بايستي به يك دستگاه معادلات ديفرانسيل مرتبه           
اول تبديل شود و اين دستگاه معادلات ديفرانسيل بايستي           
به صورت عددي حل شود حال معادله برداري حركت             

 :نويسيم ماهواره را به صورت زير مي
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ه ديفرانسيل مرتبه دوم را مي توان      هر كدام از اين سه معادل     
به دو معادله ديفرانسيل مرتبه اول تبديل كرد بنابراين سه             

نتايج .  دستگاه معادله ديفرانسيل مرتبه اول خواهيم داشت        
نشان مي دهد كه اين سه دستگاه معادلات ديفرانسيل مرتبه          

بنابراين يك  .  اول بايستي به طور همزمان با هم حل شوند         
. شش معادله ديفرانسيل مرتبه اول بايد حل شود        دستگاه با   

براي استفاده از روش هاي انتگرال گيري از معادلات مرتبه         
دستگاه معادلات  نيستروم    -كوتا-دوم مثل روش رونگ     

با سه معادله مرتبه دوم بايستي تشكيل شود و سپس به                  
 .صورت عددي حل شود

 
 گيري عددي هاي انتگرال معرفي روش    3-2

هاي مرسوم حل معادلات       قسمت به معرفي روش      در اين 
ديفرانسيل به صورت عددي مي پردازيم و نحوه حل                

 .معادلات ديفرانسيل با مراتب بالاتر را ارائه مي كنيم
 
 كوتا-    روش رونگ3-2-1

كوتا يكي از ساده ترين روش هاي حل            -روش رونگ  
عددي معادلات ديفرانسيل مرتبه اول است اين روش               

رحله اي است، يعني براي حل معادله              روشي تك م     
ديفرانسيل فقط نياز به يك نقطه براي انتگرال گيري داريم          
و نقاط ديگر نيز به همين ترتيب قابل محاسبه اند يعني                 
مقدار محاسبه شده در هر مرحله مقدار اوليه مرحله بعدي            

الگوريتم اين روش به صورت زير ارائه مي شود             .  است
 ).1995د، بابليان و مالك نژا(
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و با توجه به رابطه زير، مقدار تابع در لحظه هاي بعدي                 
 .محاسبه مي شود
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ه داشت كه اين الگوريتم فقط براي حل يك              بايد توج 
معادله ديفرانسيل مرتبه اول منفرد كاربرد دارد و براي حل           
معادله مسير بايستي به صورت دستگاهي شش معادله               

 .ديفرانسيل، به طور همزمان حل شود
 
 نيستروم -كوتا-    روش رونگ3-2-2

كوتا است ولي براي    -اين روش كاملاً مشابه روش رونگ      
عادلات ديفرانسيل مرتبه دومي كه به صورت زيرند          حل م 

 )1994شيدفر، (به كار مي رود 

)27(   0000 y)x(y,y)x(y,)y,y,x(fy =′=′′=′′ 

 :و ضرايب عبارت اند از
 



 1385، 3، شماره 32مجلة فيزيك زمين و فضا، جلد                                                                     48

)28(          

)dc2b2a(
3
1yy

))cba(
3
1y(hyy

)c2y,y,hx(hfd
)cy(h

)by,ay,h
2
1x(hf

2
1c

)ay,ay,h
2
1x(hf

2
1b

)a
2
1y(h

2
1a

)y,y,x(hf
2
1a

nnnnn1n

nnnnn1n

nnnnnn

nnn

nnnnnn

nnnnnn

nnn

nnn

++++′=′

+++′+=

+′β++=
+′=β

+′++=

+′++=

+′=

′=

+

+

 

طوركه گفتيم براي حل مدار بايستي سه معادله                 همان
 .ديفرانسيل مرتبه دوم به طور همزمان حل شود

 
 مولتون  - بشفورت و آدامز    -    روش آدامز       3-2-3

 گر پيشگو و اصلاح

 بشفورت جز روش هاي چندمرحله اي است        -روش آدامز 
كه براي حل عددي معادلات ديفرانسيل مرتبه اول به                

 :صورت زير به كار برده مي شود
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  بشفورت به صورت زير است        -ه پيشگو آدامز   معادل

 .)1995؛ بابليان و مالك نژاد؛ 1994سانتوس، (
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براي توليد مقادير آغازين براي به كارگيري اين فرمول،            
 . كوتا استفاده مي شود-معمولاً از روش رونگ

 است   مولتون به صورت زير    -گر آدامز  فرمول اصلاح 
 ).1995؛ بابليان و مالك نژاد، 1994سانتوس، (
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لازم به ذكر است كه براي حل مدار، بايستي دستگاه           
 .معادلات ديفرانسيل به طور همزمان با اين روش حل شود

حل عددي معادلات ديفرانسيل با مراتب بالاتر از             4
 مرتبه اول

نظور حل عددي معادلات ديفرانسيل با مرتبه بالا، اين          به م 
معادلات را به دستگاه معادلات ديفرانسيل مرتبه اول تبديل       
نمايند و سپس اين دستگاه معادلات ديفرانسيل را به                  

براي تبديل يك معادله       .  صورت عددي حل مي كنند      
 :داريم m ديفرانسيل مرتبه
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 با مقادير اوليه
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توان نوشت    براي يك دستگاه معادلات مرتبه اول مي            
 .)1995 بابليان و مالك نژاد،(
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 :و دستگاه معادلات ديفرانسيل به صورت زير خواهد بود
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     حل عددي دستگاه معادلات ديفرانسيل4-1

عددي سيستم معادلات ديفرانسيل مرتبة اول بسيار           حل  
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هاي محاسبات عددي     ساده است و در خيلي از كتاب           
به منظور ارائه روش كار در اينجا براي مثال،           .  وجود دارد 

دو معادله  .   را به كار مي بريم    4كوتا مرتبه    -روش رونگ 
 .ديفرانسيل زير را به همراه مشتقات آنها در نظر بگيريد
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 .شوند مي
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و دو معادله ديفرانسيل با روابط بازگشتي زير به طور عددي          
 .حل مي شوند
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-اين روش به راحتي قابل تعميم به روش هاي رونگ         
 مولتون  - بشفورت و آدامز    - نيسترم و روش آدامز     -كوتا
در بخش بعدي به نحوة تشكيل دستگاه معادله               .  است

يفرانسيل حركت ماهواره و نحوه حل عددي آن با                 د
 .روش هاي ذكر شده مي پردازيم

 
     انتگرال گيري از معادله حركت ماهواره5

معادله حركت ماهواره با در نظر گرفتن همة نيروهاي                
 :وارده به صورت زير است
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اين .  استهاي مغشوش كننده      شتاب ik  كه در اين رابطه   
دستگاه معادله ديفرانسيل نيز بايستي به صورت عددي حل         

اين دستگاه معادلات ديفرانسيل قابل تبديل به               .  شود
دستگاه معادلات زير و شامل شش معادله ديفرانسيل مرتبه          

 . اول است
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حوه حل اين دستگاه معادلات ديفرانسيل را به               حال ن  
 نيسترم،  -كوتا-كوتا، رونگ - با روش هاي رونگ   ،ترتيب
 مولتون در زير ارائه مي كنيم         - بشفورت و آدامز    -آدامز
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و با رابطه بازگشتي زير مي توان مقادير بردار موقعيت و               
 .سرعت را در لحظه بعدي به دست آورد
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روابط بازگشتي به منظور محاسبه بردار موقعيت و             
اسحاق و نجفي، (سرعت در اپوك هاي بعدي عبارت اند از       
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 نيسترم براي حل معادلات           -كوتا-روش رونگ  
بنابراين دستگاه  .   طراحي شده است    ديفرانسيل مرتبه دوم   
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معادلات ما شامل سه معادله ديفرانسيل مرتبه دوم است كه          
 :يعني. بايستي به صورت عددي حل شود
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چنانچه هر كدام از مؤلفه ها را تابعي از موقعيت و                
 :سرعت و زمان فرض كنيم، خواهيم داشت
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 نيسترم نيز       -كوتا-ضرايب مربوط به روش رونگ            
 ).2003اسحاق و نجفي، (به صورت زير ارائه خواهد شد 
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 كه در روابط فوق
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    انتگرال گيري از مسير ماهواره در يك فضاي              5-1
 لختي و نتايج عددي

مدار به دست آمده در اين فضا همان مدار كپلري است كه           
گونه  گيري از معادله مسير حركت ماهواره هيچ        در انتگرال 

براي بررسي  .  نيروي مغشوشي در نظر گرفته نشده است         
دقت انتگرال گيري كافي است كه اين مدار انتگرال گيري         

بنابراين هركدام از    .  شده را با مدار نظري مقايسه كنيم          
مدارهاي انتگرال گيري شده را با روش هاي گفته شده و            

به منظور عملي ساختن        .  يسه مي كنيم  مدار نظري مقا    
 CHAMP)  Chalenging  محاسبات عددي، ماهواره    

Minisatellite Payload(    اين ماهواره  .  انتخاب شده است
 ميلادي در مداري تقريباً دايره  اي و        2000در تابستان سال    

 درجه و با ارتفاع       3/87نزديك قطب زمين با زاوية ميل          
هدف اصلي اين ماموريت    .  د كيلومتر به فضا پرتاب ش     454

به اين  .  بهبود اطلاعات مربوط به ميدان گراني زمين است         
منظور اين ماهواره مجهز به دستگاه هايي با فناوري بسيار            

كوانگ و همكاران،     (GPSپيشرفته، به همراه يك گيرنده      
در ).  1999توبول و همكاران،     (سنج   و سه شتاب   )  2001

هاي  اين ماهواره داراي مزيت   مقايسه با ماهواره هاي ديگر،     
 ).2002ريگبر و همكاران، . (زير است

 ماهواره   12 ماهواره به طور پيوسته با حداكثر             ًاولا
GPS  ثانياً اين ماهواره به خاطر ارتفاع كم       .  شود  رديابي مي

آن، ميدان جاذبه را بهتر مي سنجد و ثالثاً اندازه گيري                 
فاده از مدل هاي   شتاب هاي غيرجاذبه اي در آن به جاي است      

رياضي چگالي جو و تابش خورشيد به طور مستقيم                 
منظور عملي ساختن        مقادير اوليه به    .  صورت مي گيرد  

هاي اينترنتي مربوط به       محاسبات به راحتي از راه سايت       
.  در شهر پوتسدام آلمان قابل دريافت است          Gfzمؤسسه  

لازم به ذكر است كه همة نيروهاي مزاحم با مدل هاي                
اختلاف .  ياضي در محاسبه مدار در نظر گرفته شده اند           ر

دستگاه مختصات    بين مدار نظري و مدار محاسبه شده در        
 .شود صورت زير ارائه مي مركز به -ماهواره

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  اختلاف بين مدار نظري و مدار به دست آمده از روش .1شكل 

 .كوتا -رونگ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

-ري و مدار به دست آمده از روش آدامز اختلاف بين مدار نظ.2شكل 
 . مولتون-بشفورت و آدامز

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

- اختلاف بين مدار نظري و مدار به دست آمده از روش رونگ.3شكل 
 . نيستروم-كوتا

همان طوركه ملاحظه مي شود، مؤلفه قائم بر مسير             
ماهواره در هر سه روش چندان تغييري نكرده است بلكه             
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تداد حركت ماهواره نقش تعيين كننده در            مؤلفه در ام   
همان طوركه .  كدام از روش ها دارد        بررسي دقت هر    

كوتا، مؤلفه در مسير      -ملاحظه مي شود در روش رونگ      
 متر و در جهت مخالف            6/1حركت ماهواره حدود       

حركت، انحراف پيدا كرده است، به طوري كه ماهواره از          
خطا در اين   .  فته متر عقب تر قرار گر    6/1مسير نظري خود،    

 2 مولتون حدود    - بشفورت و آدامز   -مؤلفه در روش آدامز   
 نيسترم  -كوتا-متر رؤيت مي شود و براي روش رونگ           

بنابراين در يك نگاه مي توان كه گفت با          .   متر 5/2حدود  
-توجه به مؤلفه در مسير حركت ماهواره، روش رونگ            

براي بررسي  .  كوتا بهتر از ساير روش ها عمل مي كند            
بيشتر، اختلاف بين اين مدارهاي انتگرال گيري شده                

 :بررسي مي شود
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

كوتا و مدار - اختلاف بين مدار به دست آمده از روش رونگ.4شكل 
 . مولتون- بشفورت و آدامز-به دست آمده از روش آدامز

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

دار  كوتا و م- اختلاف بين مدار به دست آمده از روش رونگ.5شكل 
 . نيستروم- كوتا-به دست آمده از روش رونگ

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 

 بشفورت و - اختلاف بين مدار به دست آمده از روش آدامز.6شكل 
 . نيستروم- كوتا- مولتون و مدار به دست آمده از روش رونگ-آدامز

 

 ملاحظه مي شود،   6 و 5،  4همان طوركه در شكل هاي    
مولتون نزديك به     بشفورت و آدامز       -نتايج روش آدامز   

حال پس از ميانگين گيري از اين    .  كوتا است -روش رونگ 
 :سه مدار و مقايسه تك تك مدارها با اين مدار داريم

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  اختلاف بين مدار ميانگين و مدار به دست آمده از روش .7شكل 

 .كوتا -رونگ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 - از روش آدامز اختلاف بين مدار ميانگين و مدار به دست آمده.8شكل 

 . مولتون-بشفورت و آدامز
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 - اختلاف بين مدار ميانگين و مدار به دست آمده از روش رونگ.9شكل 

 . نيستروم-كوتا
 
 
 

با توجه به شكل هاي فوق مشخص است كه مدار               
  بشفورت و آدامز          -به دست آمده از روش آدامز            

 به دست مولتون به ميانگين نزديك است ولي مدار                   

 كوتا به مدار نظري نزديك           -آمده از روش رونگ       

 .است

با در نظر گرفتن همة نيروهاي مغشوش كننده و                 
تشكيل معادلات ديفرانسيل ماهواره و انتگرال گيري از اين        
دستگاه معادلات ديفرانسيل با روش هاي ياد شده نتايج زير         

 .به دست مي آيد
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 كوتا و مدار -ن مدار به دست آمده از روش رونگ اختلاف بي.10شكل 
 مولتون با در نظر گرفتن - بشفورت و آدامز-به دست آمده از روش آدامز

 .همة نيروها

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 كوتا و مدار - اختلاف بين مدار به دست آمده از روش رونگ.11شكل 
 .ة نيروها نيستروم با در نظر گرفتن هم- كوتا-به دست آمده از روش رونگ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 بشفورت و - اختلاف بين مدار به دست آمده از روش آدامز.12شكل 
 نيستروم با در - كوتا- مولتون و مدار به دست آمده از روش رونگ-آدامز

 .نظر گرفتن همة نيروها

گيري از اين مدارها و مقايسه هر مدار با             پس از ميانگين   
 : مدار ميانگين خواهيم داشت

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 اختلاف بين مدار ميانگين و مدار به دست آمده از روش  .13شكل 

 . كوتا با در نظر گرفتن همة نيروها-رونگ
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 - اختلاف بين مدار ميانگين و مدار به دست آمده از روش آدامز.14شكل 
 . مولتون با در نظر گرفتن همة نيروها-بشفورت و آدامز

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

ختلاف بين مدار ميانگين و مدار به دست آمده از روش رونگ  ا.15شكل 
 . نيستروم با در نظر گرفتن همة نيروها-كوتا

 
با توجه به شكل هاي فوق واضح است كه مدار                  

 مولتون  - بشفورت و آدامز    -به دست آمده از روش آدامز     
همچنين تفاوت حائز     .  به مدار ميانگين نزديك است         

ل گيري با در نظر گرفتن همة       اهميتي بين دو حالت انتگرا     
نيروها يا بدون در نظر گرفتن آنها ديده نمي شود و خطاي            

در هر دو حالت در      .  انتگرال گيري، مستقل از نيروهاست    
-مدار محاسبه شده با روش پيشگو           .  نظر گرفته شده    

 مولتون به مدار       - بشفورت و آدامز      -گر آدامز   اصلاح
ه در اين روش     و نكته ديگر ك    .  ميانگين نزديك تر است   

 است كه مؤلفة شعاعي خطا در اين روش           وجود دارد اين  

 يعني به عبارتي اين روش در       .  كمتر از ساير روش هاست    

شكل بيضي مدار خطاي كمتري نسبت به دو روش ديگر            
 .ايجاد مي كند

 
 گيري و پيشنهادات     نتيجه7

نيروهاي مغشوش كننده زيادي به ماهواره وارد مي شود كه         
يروها به دو دسته جاذبه اي و غيرجاذبه اي تقسيم               اين ن  

مي شود با در نظر گرفتن شتاب هاي حاصله از اين نيروها             
 .مي توان معادله ديفرانسيل مسير ماهواره را تشكيل داد

براي حل اين معادله ديفرانسيل روش هاي زيادي             
وجود دارد كه به توان با آنها، دستگاه معادلات ديفرانسيل          

از بين   .  واره را به طور همزمان حل كرد           حركت ماه  
روش هاي عددي حل معادله ديفرانسيل، روش هاي                

  مولتون و     - بشفورت و آدامز       - كوتا، آدامز    -رونگ

 از .   نيستروم در نظر گرفته شد           - كوتا  -روش رونگ  

بين مدار كپلري به دست آمده از هركدام از اين روش ها،            
 ه مدار   مدار به دست آمده از روش رونگ كوتا ب                   

  بشفورت و      -نظري نزديك تر است اما روش آدامز            

  مولتون در ميان ساير روش ها به ميانگين بين                  -آدامز

شايد .  اين سه مدار بسيار نزديك تر از ساير مدارهاست            
 بتوان گفت كه اين روش نقش يك ميانگين را بين                    

 -در دستگاه مختصات ماهواره   .  كند دو روش ديگر ايفا مي    
  متأثر از خطاي انتگرال گيري مؤلفه در                مركز مؤلفه  

اختلاف بين مؤلفه در     .  طول مسير حركت ماهواره است      
طول مسير حركت ماهواره بين مدار نظري و مدار                    

 -كوتا، آدامز  -انتگرال گيري شده از روش هاي رونگ         
 نيسترم به     -كوتا- مولتون و رونگ      -بشفورت و آدامز    

  مي توان گفت     متر است در نتيجه      5/2 و    2 ،    6/1ترتيب  

 كوتا به مدار     -كه مدار به دست آمده از روش رونگ            

تفاوت زيادي بين ساير مؤلفه هاي      .  نظري نزديك تر است  
 مركز،  -خطاي انتگرال گيري در دستگاه مختصات ماهواره     

كه بتواند نتيجه فوق را تحت تأثير قرار دهد ديده                      
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 مؤلفه خطاي قائم بر         نمي شود، اما مي توان گفت كه        

بشفورت و آدامز    -سير حركت ماهواره در روش آدامز       م
مولتون نسبت به ساير مدارها كمتر است يعني كمترين              

وجود نيروهاي   .  خطا را در ميل مدار ايجاد مي كند              
 مغشوش كننده، بر رفتار خطا و حتي تا حدودي در                    

نتايج يكساني در مورد      .  اندازة خطا تأثير زيادي ندارد       
حالت حل مدار بدون در نظر          خطاي انتگرال گيري در      

گرفتن نيروها و با حل، در نظر گرفتن آنها قابل حصول               
 .است

به منظور بهبود نتايج، روش هاي عددي با مراتب               
همة .  بالاتر، براي محاسبات دقيق تر پيشنهاد مي شود             

روش هاي محاسبات عددي وابسته به دقت و صحت                
ده اند مدل هاي رياضي نيروهاي مغشوش به كار گرفته ش          

بديهي است كه بايستي مدل هاي دقيق و صحيح در اين              
مدار به دست آمده از روش هاي       .  مورد به كار برده شود     

 عددي فقط يك مدار پيش بيني شده است و ممكن                  

است آلوده به خطاي محاسبات و يا خاصيت تجمعي                
بنابراين پيشنهاد   .  خطاها در هر مرحله حل مدار باشد            

دقيق، مدار ماهواره با مشاهدات        مي شود در مورد حل        
 چنانچه .  زميني يا فرا زميني تلفيق و سرشكن شود                 

 هدف تعيين موقعيت آني ماهواره باشد، مي توان                    

روش انتگرال گيري مدار را با فيلتر كالمن به همراه                   
مشاهدات زميني يا فضايي سرشكن كرد و مدار را بهبود             

ي توان با   براي بررسي بيشتر خطاي ماهواره م           .  بخشيد
محاسبه ميزان اريبي مدار انتگرال گيري شده، به همراه              
استفاده از قانون انتشار خطاي اتفاقي، مدار را آناليز                   

 .وريانس نيز كرد
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