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ABSTRACT 

The increase of flow velocity and Reynolds number in coarse porous media and the subsequent violation of 

Darcy's law, force to analyze the flow based on nonlinear relations of hydraulic slope and flow velocity. So, it 

is necessary to study nonlinear relationships more accurately. The purpose of this study was to investigate the 

performance of fractional-order model and the effect of conformable derivatives on improving the relationship 

between flow velocity and hydraulic gradient. Therefore, by determining the acceptable range for the fractional-

order model, a nonlinear model based on conformable derivatives of the Izbash equation for the fully developed 

turbulent flow was presented and solved analytically and the parameters of the proposed model were determined 

using laboratory data analysis. The optimal values of the model parameters including coefficient a and the order 

of fractional derivative α, which can be varied in the range of (0-2), were calculated for each laboratory data 

set. The results were compared with the experimental data and the analytical solution of Izbash equation and a 

good agreement was found to the non-Darcian flow laboratory data. Moreover, using dimensional analysis 

method, Reynolds number was introduced as an effective factor on α coefficient and a suitable relationship was 

observed between the order of fractional derivative α and Reynolds number indicating the hydraulic concept of 

fractional-order model. According to the present study, the fractional order α is not only a fitting coefficient, 

but it represents a physical concept. 
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 های غيردارسی با استفاده از مفهوم مشتقات کسری سازگار سازی سرعت و شيب هيدروليکی در جريانمدل

 2، محمد صدقی اصل*1خواه، عليرضا وطن1نوشين اصلاحی

  ، ایران.، کرجدانشگاه تهران، پردیس کشاورزی و منابع طبیعی، گروه مهندسی آبیاری و آبادانی .1

 ، دانشگاه یاسوج، یاسوج، ایران.کشاورزیگروه علوم خاک، دانشکده  .2

 (24/8/1399تاریخ تصویب:  -13/8/1399تاریخ بازنگری:  -28/12/1398)تاریخ دریافت: 

 چکيده

ر یان بجر لیو تحل هیتجز ی،دارس دانه و نقض قانوندرشتمتخلخل  یهامحیطدر  نولدزیرعدد و  انیسرعت جر شیبا افزا

تر روابط غیرخطی امری گیرد. لذا بررسی هر چه دقیقاساس روابط غیرخطی شیب هیدرولیکی و سرعت جریان صورت می

باشد. در این تحقیق، از مشتقات سازگار جهت بررسی رابطه شیب هیدرولیکی و سرعت جریان در شرایط جریان ضروری می

 تحقیق از های غیردارسی در محیط متخلخل استفاده گردیده است. هدفی جریانی کاملاً توسعه یافته در پدیدهآشفته

کسری  و بررسی عملکرد مرتبه هیدرولیکی شیب و سرعت جریان بین ی تاثیر مشتقات سازگار بر بهبود ارتباطمطالعه حاضر

ت ازگار از معادله افخطی بر مبنای مشتقات سغیر مدل است. لذا با تعیین بازه قابل قبول برای مرتبه کسری مدل، مدلی

 اب پیشنهادی مدل پارامترهای و شد حل تحلیلی صورت به و فشار ایزباش برای جریان آشفته کاملاً توسعه یافته، ارائه

و مرتبه  aگردید و مقادیر بهینه پارامترهای مدل شامل ضریب  تعیین آزمایشگاهی هایداده تحلیل و تجزیه از استفاده

تحقیق، در دامنه صفر تا دو قابل تغییر است، برای هر مجموعه داده آزمایشگاهی محاسبه شدند. که در این  αمشتق کسری 

 اب مناسبی تطابق و گرفت قرار مقایسه مورد معادله ایزباش تحلیلی حل و آزمایشگاهی هایداده با آمده دستبه نتایج

با استفاده از تحلیل ابعادی، عدد رینولدز جریان  همچنین. حاصل شد غیردارسی هایجریان به مربوط آزمایشگاهی هایداده

و عدد رینولدز جریان مشاهده شد  αمعرفی گردید و ارتباط مناسبی میان مرتبه کسری  αبه عنوان پارامتر موثر بر ضریب 

فقط یک ضریب   αباشد. مطابق تحقیق حاضر، مرتبه کسری که نشان دهنده مفهوم هیدرولیکی مرتبه کسری مدل می

 باشد.زشی نبوده و بیانگر مفهوم فیزیکی میبرا

 یافته، جریان غیردارسی، حل تحلیلی.ی کاملاً توسعهمشتقات سازگار، مرتبه کسری، جریان آشفته کليدی:های واژه

 

 مقدمه
 طورهب به حال تا و است تحلیلی-تجربی رابطه یک دارسی رابطه

 تاریو ساخ سیاسا رابطه و گرفته است قرار مورد استفاده گسترده

 مانند مواردی در .رودمی شماربه متخلخل هایمحیط در جریان

 در و بوده بعدی یک جریان ای،ماسه ستون یک از آب عبور

 لوممع خاک ستون هندسی و ابعاد هیدرولیکی هدایت که شرایطی

 .رددگمی استفاده جریان میزان تخمین برای دارسی رابطه باشد از

 جمله از انون دارسی محدود به شرایط خاصیاز آنجا که کاربرد ق

 رامو آ جریان سرعت و هیدرولیکی شیب بین ارتباط بودن خطی

باشد، لذا باید در هنگام کاربرد می آن بودن ماندگار بودن جریان و

 صورت در های آن توجه داشت چرا کهاین رابطه به محدودیت

 و خارج دارسی حالت از جریان رژیم شده، ذکر شرایط از عدول

  .گرددمی وارد شود،می نامیده غیردارسی اصطلاحاً که ایبه مرحله

 در جریان هیدرولیک زمینه در ایگسترده مطالعات

 در نیز اکنون هم و گرفته صورت دانههای متخلخل درشتمحیط

                                                                                                                                                                                                 
 arvatan@ut.ac.ir نویسنده مسئول: *

 طریق از که است روابطی ارائه مطالعات نتیجه این است. انجام حال

 سازیشبیه را متخلخل هایمحیط در هیدرولیک جریان بتوان آن

های بالا، ها به دلیل بروز سرعترفتار جریان در این محیطنمود. 

 شیب و سرعت بین به عبارتی رابطه .باشدغیردارسی می

 سعی پژوهشگران بسیاریتاکنون  .گرددمی غیرخطی هیدرولیکی

 نظری، یجنبه از خصوصیات جریان دقیق بررسی برای اندکرده

 نظر از و جریان همه حالات یدربرگیرنده که دهند ارائه را یروابط

ارتباط  یک بنابراین از روابط دیگری که بیانگر باشند. ساده کاربرد

 هاغیرخطی بین سرعت و شیب هیدرولیکی در این نوع محیط

 شود. ایناست و به روابط غیردارسی معروف هستند، استفاده می

  Izbashتوانی با معادله شاخص روابط توان در دو گروه روابط را می

ای با معادله شاخص و یا روابط دوجمله Wilkinsیا ( 1931)

 بندی نمود. طبقه فرشهایمر

اولین کسی بود  Forchheimer (1901) :ایدوجمله روابط

که به لحاظ نظری ارتباط بین سرعت جریان و شیب هیدرولیکی 
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 ک رابطه درجه دومجریان درون مصالح سنگریز را به صورت ی

 ,Zeng and Griggارائه و رابطه دارسی را اصلاح کرد ) (1)رابطه 

(. او جمله مرتبه دوم سرعت را به معادله اصلی دارسی اضافه 2006

های زیر کرد که نشان دهنده اثر میکروسکوپی اینرسی در آب

 (. Hansen, 1992زمینی است )

2BVAVi               (                             1)رابطه   

 A، سرعت جریان و V، شیب هیدرولیکی؛ iدر رابطه فوق، 

معادله فرشهایمر به خواص در  Aضریب ضرایبی ثابت هستند.  Bو 

محیط متخلخل و سیال بستگی دارد که نشان دهنده تلفات انرژی 

 ربه علت نیروهای چسبنده در برخورد جامد با مایع است و براب

به  Bاست و ضریب  در قانون دارسی عکس هدایت هیدرولیکی

خصوصیات محیط متخلخل وابسته است که به نیروهای اینرسی 

مربوط است. بر این اساس شیب هیدرولیکی جریان درون محیط 

متخلخل با لزجت سیال و اینرسی در ارتباط است. به عبارتی افت 

تشکیل شده  انرژی در محیط متخلخل درشت دانه از دو بخش

است. اگر سرعت جریان بسیار کم باشد جمله اینرسی معادله 

پوشی است، لذا افت انرژی تنها ناشی از فرشهایمر قابل چشم

لزجت سیال در محیط متخلخل خواهد بود. تا کنون مطالعات 

ای در رابطه دو جمله Bو  Aبسیاری به منظور توصیف ضرایب 

لفی بدین منظور توسط فرشهایمر انجام شده و عبارات مخت

 محققین مختلف پیشنهاد گردیده است. 

 بسیاری توسط تحقیقات نیز Forchheimer (1901)از  بعد

 نیز متعددی روابط و گرفت صورت این زمینه در دیگر محققین

های یک بعدی با بررسی جریان Ergun (1952)آمد.  دستبه

یم جریان ای درجه دوم برای محاسبه افت فشار برای رژرابطه

معادلاتی برای برآورد  Ward (1964)دارسی و غیردارسی ارائه داد. 

ی بین درجه دوم ضرایب معادله فرشهایمر ارائه نمود و رابطه

 Ahmed and sunadaسرعت و شیب هیدرولیکی جریان ارائه داد. 

 جریان توسعة برای استوکس-روابط ناویربا بکاربردن  (1969)

ی، ارابطه دوجمله ابطی برای برآورد ضرایببا تعیین رو غیردارسی

دست یافتند. همچنین محققان  ای جدیدیدوجملهبه رابطه 

، Parkin (1963) ،Kovacs (1977)دیگری همچون 

McCorquodale et al. (1978) ،Estephenson (1979) ،Herrera 

and Felton (1991) ،Li et al. (1998)  وSedghi-Asl and 

Rahimi (2011) ای نیز با مطالعه بر روی ضرایب معادله دو جمله

 ای معرفی نمودند. فرشهایمر، چندین روابط دو جمله

شیب  از روابطی توانی در این حالت :توانی روابط

معادله شاخص این دسته از  د.شونمی ارائه و سرعت هیدرولیکی

 ( بیان کرد. 2( به شکل کلی رابطه )1931روابط را ایزباش )

(                                                   2)رابطه 
baVi  

 bو  aسرعت جریان،  Vشیب هیدرولیکی،  iکه در آن 

ضرایب تجربی هستند که به خصوصیات سیال و مصالح بستگی 

برابر با یک در نظر گرفته شود،  b( اگر توان 2در رابطه )دارند. 

و شرایط جریان آرام است و هنگامی که  بیان کننده قانون دارسی

برابر دو در نظر گرفته شود نشان دهنده جریان آشفته  bتوان 

 (.Venkataraman and Rao, 1998باشد )کاملًا توسعه یافته می

ی اتاکنون تحقیقاتی نیز به منظور مقایسه روابط دو جمله

 Soni et al. (1978) عنوان مثال،و توانی صورت گرفته است به 

ری باشد و پایه نظگزارش دادند که معادله ایزباش کاملاً تجربی می

توضیح داد که معادله ایزباش یک  Watanabe (1982)ندارد. اما 

هایی در با انجام آزمایش Wilkins (1956)باشد. معادله نظری می

ای توانی میان سرعت و شیب یک دستگاه پرمامتر، رابطه

چنین تحقیقات دیگری توسط محققین هیدرولیکی ارائه نمود. هم

 Parkin (1963) ،Estephenson (1979) ،Martins دیگر از جمله

(1990) ،Li et al. (1998)، Sarkhosh et al. (2017)  صورت

صورت آزمایشگاهی به Bordier and Zimmer (2000) پذیرفت.

 هایرویکرد فرشهایمر و رویکرد ایزباش را با استفاده از محیط

، ارزیابی کردند. هرچند 10خل زبر با عدد رینولدز بزرگتر از متخل

که هر دو رویکرد توانستند رابطه معنی داری را بین میزان جریان 

 و افت فشار توضیح دهند، تناسب رویکرد ایزباش از رویکرد

 فرشهایمر بهتر بود.

ها در محدودة های روابط درجه دوم کاربرد آناز ویژگی

 آثار باشد. همچنین تفکیکجریان می یهارژیم از وسیعی

 خواص حتی و مصالح متخلخل هایویژگی و جریان خصوصیات

دلیل کاربرد  اما به .پذیر است امکان ایدوجمله رابطة سیال تنها در

 دوم که ناشی از تک درجه روابط توانی نسبت به روابط آسانتر

از روابط  مهندسان مایل به استفاده هاست، بیشتربودن آن ایجمله

 باشند.توانی می

عدد و  انیسرعت جر شیبا افزا گردید اشاره که گونههمان

دانه و نقض درشتمتخلخل  هیدرولیکی هایسازه در نولدزیر

جریان بر اساس روابط غیرخطی  لیو تحل هیتجز ی،دارس قانون

گیرد. لذا به دلیل شیب هیدرولیکی و سرعت جریان صورت می

ای هبیشتر روابط غیرخطی، استفاده از روشاهمیت بررسی هر چه 

باشد. یکی از تر، امری ضروری میدقیق معادلات ارائه جدید برای

های اخیر بر آن توجه بسیاری در سالهای نوین ریاضی که روش

باشد. از جمله ی کسری میشده است، انتگرال و مشتقات مرتبه

سازی نه مدلهای اخیر در زمیتحقیقاتی که با این روش در سال

ارتباط شیب هیدرولیکی و سرعت جریان صورت گرفته است 

ها مدلی کسری باشد. آنمی Zhou and Yang (2018)تحقیق 

های غیردارسی را بسیار برای معادله دارسی ارائه کردند که جریان
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 کند.بینی میبهتر از معادله دارسی پیش

 نوع خاصی از مشتقات مرتبه کسری 1مشتقات سازگار

ی اعداد مشتق جدیدی از مرتبه Khalil et al. (2014)هستند. 

 با گارساز طبیعی به نام مشتق سازگار پیشنهاد کردند. مشتقات

اعث اول، ب مرتبه مشتقات با ارتباطشان و هاهای آنویژگی به توجه

(. Dong et al., 2017مندی محققان زیادی گردیده است )علاقه

 به مختلف، علاقه علوم در آن مهم همچنین به دلیل کاربردهای

 است.  افزایش به رو اخیر هایسال در سازگار مشتقات

 جریان دقیق سازیمدل برای الزام از آنجاییکه یک

 سرعت جریان بین مناسب ارتباط متخلخل، محیط در غیردارسی

 (، اینZhou and Yang, 2018باشد )می هیدرولیکی شیب و

ر کاربرد مشتقات مرتبه کسری بر مطالعه تاثی در سعی تحقیق،

 با متخلخل هایمحیط در غیردارسی هایجریان بهبود توصیف

سازگار را دارد. که در  مشتقات از استفاده با زیاد نفوذپذیری

 یی غیردارسی ایزباش در شرایط جریان آشفتهی آن، رابطهنتیجه

با مفهوم هیدرولیکی و  αکاملاً توسعه یافته از مرتبه کسری 

 تفسیر فیزیکی مشخص بررسی گردیده است. 

 هامواد و روش
((، 2برابر با دو، در معادله کلی ایزباش )معادله ) bبا فرض توان 

ست دمعادله ایزباش در شرایط جریان آشفته کاملاً توسعه یافته به

 آید. می

2aVi(                                                      3)رابطه   

در  αبه منظور تعیین محدوده قابل قبول مرتبه کسری 

با استفاده  ϵ α [1 ,0)(، ابتدا معادله مذکور در بازه 3مطالعه رابطه )

 گردد. از مشتقات سازگار مدل و حل می

به منظور دستیابی به یک حل با استفاده از مشتقات سازگار 

مشتق سازگار و مشتق ابتدا به بیان ارتباط بین  α ϵ [0,1)در 

 [0,2)ی (، در بازه3شود و سپس رابطه )ی اول پرداخته میمرتبه

ϵ α گیرد.مورد بررسی قرار می 

در  αی مشتق یعنی هنگامی که مرتبه f(x)برای یک تابع 

( خواهیم داشت 4ی )باشد، طبق رابطهبازه صفر تا یک می

(Khalil et al., 2014:) 

                      (             4)رابطه 
dx

xdf
xxfT

)(
)( 1 


 

باشد بدیهی است می α( مشتق سازگار از مرتبه 4رابطه )

ی اول باشد، مشتق سازگار با مشتق مرتبه α=1در صورتی که 

 شود. (، بررسی می3برابر است. با استفاده از این ویژگی معادله )

 باشد.می( 5(، به صورت رابطه )3مشتق مرتبه اول رابطه )

                                                                                                                                                                                                 
1 Conformable Derivative  

aV(                                             5)رابطه 
dV

di
2 

با جایگزینی مشتق مرتبه اول با مشتق سازگار در معادله 

 ( خواهیم داشت:5)

aViT(                                                6)رابطه  2 

 داریم: (4از طرفی طبق رابطه )

1(                                           7)رابطه  di
T i V

dV





 

( و بازنویسی 7( و )6با مساوی قرار دادن طرفین روابط )

 آید:دست می( به8آن، رابطه )

aV(                                               8)رابطه 
dV

di
2 

دستیابی به یک حل جامع، با اعمال عملگر انتگرال منظور به

 α+1ی ( مدلی از مشتقات سازگار از مرتبه8به دو طرف معادله )

( استخراج 9مطابق معادله ) ϵ α [0,1)برای معادله ایزباش در 

 گردد:می

(                                              9)رابطه 
1

2
1








V
ai 

( به 9شود، حل ارائه شده رابطه )که مشاهده می همانگونه

شود. مدل ارائه شده توسط ( تبدیل می3به معادله ) 1α=ازای 

( دارای یک پارامتر بیشتر است. در 3( نسبت به معادله )9رابطه )

( توسط مشتقات 3سازی رابطه درجه دوم )معادله واقع مدل

انطور فیزیکی بهتر )همسازگار، آن را به معادله توانی ولی با تفسیر 

 کند. که نشان داده خواهد شد( تبدیل می

Birgani et al. (2019)  به تکمیل برخی از نتایجKhalil et 

al. (2014)  پرداختند و بیان کردند، در صورتی که(n,n+1] α ϵ 

 به صورت زیر خواهد بود: αباشد، مشتقات مرتبه  N ϵ nو 

   (                      10)رابطه 

1
1

1

( )
( )

n
n

n

d f x
T f x x

dx





 




 

هنگامی که  f(x)با توجه به رابطه فوق، برای یک تابع 

( 10(، طبق رابطه )n=1باشد )در بازه یک تا دو می αی مرتبه

 خواهیم داشت: 

(                                  11)رابطه 
2

2
2 )(

)(
dx

xfd
xxfT 


 

، ϵ α [0,1)مشابه  ( و با انجام روندی11با توجه به رابطه )

برای معادله ایزباش در  αی مدلی از مشتقات سازگار از مرتبه

قابل استخراج است. لازم به ذکر است که در این  ϵ α [1,2)دامنه 

مطالعه، با توجه به تعریف مشتقات سازگار و مشتق مرتبه سوم 

دار قابل قبول و معنی [0,2)در بازه  α(، 3برابر صفر در معادله )

( 12باشد و در نهایت مدل پیشنهادی این تحقیق طبق رابطه )می
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 گردد.معرفی می

(                    12)رابطه  

1

1

2 , 0 1
1

2 , 1 2
1

V
a

i
V

a









 






 


 
  
  

( با پیوستگی در 12گردد معادله )همانطور که ملاحظه می

، a( علاوه بر ضریب 3برابر یک، نسبت به معادله ) αهمسایگی 

کاملاً مشخص در حسابان کسری است. با مفهوم  αدارای ضریب 

تواند وابسته به قطر متوسط مصالح و سرعت جریان این ضریب می

)دارای مفهوم فیزیکی( در نظر گرفته شود که در ادامه توضیح 

 شود.داده می

در شرایط αϵ [0,2)منظور بررسی و تعیین مقدار بهینه به

 Sedghi-Aslی آزمایشگاهی که توسط مجموعه داده 6واقعی، از 

et al. (2014)  .برداشت شده است، استفاده گردید 

 تجهيزات آزمايشگاهی 

 .Sedghi-Asl et alمدل آزمایشگاهی مورد استفاده توسط 

میلیمتر  300، شامل یک ستون بسته آزمایشگاهی به قطر (2014)

میلیمتر، به منظور مطالعه جریان با سرعت بالا در  1150و طول 

باشد که نمای شماتیک مدل خل میمیان محیط متخل

نشان داده شده است. مصالح مورد  (1)آزمایشگاهی در شکل 

نمونه آزمایشی از مواد گرد گوشه به قطرهای  6استفاده شامل 

میلیمتر، که به ترتیب  8/56و  1/31، 6/15، 7/8، 5/5، 83/2

 باشند. می 40/0و  36/0، 32/0، 35/0، 33/0، 32/0دارای تخلخل 

ر آزمایش، سیلندر آزمایشگاهی با اندازه مشخص از در ه

مصالح آزمایشگاهی پر گردید و با نیروی یکسانی که به طور 

-ای سیلندر آزمایشگاهی وارد مییکنواخت به سطح مقطع دایره

 آب مخزن دو به انتها هر در شد فشرده گردید. همچنین سیلندر

 مخزن در آب سطح تنظیم شد و با وصل تنظیم قابل سطح با

-پس از رسیدن به حالت ماندگار جریان، به ازای سرعت فوقانی،

 شد برقرار های هیدرولیکی متفاوتیشیب جریان، مختلف های

(Sedghi-Asl et al., 2014). 

 

 
 (Sedghi-Asl et al., 2014cطرح شماتيک ستون بسته آزمايشگاهی ) -1شکل 

 

 نتايج و بحث
محاسبه شده مدل پیشنهادی  در این بخش از مقاله پارامترهای

گردند و سپس به ارزیابی نتایج حاصل از مدل و مقایسه ارائه می

شود. همچنین خطای نتایج های آزمایشگاهی پرداخته میبا داده

( 13های آزمایشگاهی از معادله )به دست آمده نسبت به داده

شیب  Expiدرصد خطای نسبی،  e(%)شود، که در آن، محاسبه می

شیب هیدرولیکی محاسبه شده  Cali لیکی آزمایشگاهی وهیدرو

  باشد.شده توسط مدل می

(                          13)رابطه 

Exp

Exp

(%) ( ) 100
Cali i

e
i


 
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 تعيين پارامترهای مدل

و بهترین  aمدل، شامل ضریب  در مرحله واسنجی پارامترهای

 70نسبت به  در بازه صفر تا دو، با برازش αی کسری مقدار مرتبه

های آزمایشگاهی که به طور تصادفی انتخاب شدند درصد از داده

 بین ینسب خطای مطلق قدر میانگین هدف که تابع از استفاده با و

شیب هیدرولیکی واقعی و شیب هیدرولیکی محاسبه شده از مدل 

و برای هر قطر ذره در  کند، تعیین شدهمی حداقل را پیشنهادی

اند. لازم به ذکر است که با توجه به دو ده( ارائه ش1جدول )

ای بودن مدل پیشنهادی، در هر قطر مورد بررسی دو مقدار ضابطه

α دست آمد اما مقادیری از بهα اند به عنوان جواب معرفی شده

ها تابع هدف کمترین مقدار را دارد. مطابق جدول که به ازای آن

  αامی مقادیر بهینه ، تمαو  a( در مرحله واسنجی پارامترهای 1)

 

در دامنه صفر تا یک قرار دارند، بنابراین در این حالت مدل 

( و تنها دارای ضابطه تعریف 14پیشنهادی بهینه مطابق معادله )

 گردد.شده در دامنه صفر تا یک معرفی می

(                                                14)رابطه 
1

2
1








V
ai 

با افزایش قطر ذرات  aشود ضریب انطور که مشاهده میهم

 حالت به جریان رژیم که دهدمی نشان یابد. این مسالهکاهش می

 در جریان رژیم شود چرا کهنزدیک می یافته توسعه کاملاً آشفته

  .هاستدانه زبری از مستقل بالا هایسرعت

 

 ها(درصد داده 70واسنجی پارامترهای مدل پيشنهادی )بر اساس  -1جدول 

 متر(قطر ذرات )میلی تخلخل عدد رینولدز α a ( برحسب درصد14متوسط خطای معادله )

26/2 485/0 86/169 5-240 32/0 83/2 
51/2 579/0 27/127 31-720 33/0 5/5 
55/2 649/0 89/97 60-1510 35/0 7/8 
85/3 68/0 04/66 151-3920 32/0 6/15 
32/2 71/0 63/26 460-12500 36/0 1/31 
43/1 82/0 17 2400-30750 40/0 8/56 

 

از آنجایی که مدل مرتبه کسری ارائه شده تعمیمی از 

باشد، عملکرد آن باید با این مدل مقایسه شود. معادله ایزباش می

های درصد داده 30بدین منظور نتایج مدل پیشنهادی با 

مانده و حل تحلیلی معادله ایزباش در حالت آزمایشگاهی باقی

( مورد مقایسه قرار 3جریان آشفته کاملًا توسعه یافته )معادله 

گرفت که نمودارهای مربوط به این بررسی در هر قطر ذره مورد 

نشان داده شده است. همچنین مقدار  (2)آزمایش در شکل 

ل متوسط خطای تخمین در هر قطر مورد بررسی برای هر دو مد

( در 14( و مدل کسری پیشنهادی )معادله 3افت ایزباش )معادله 

و  (2)( بیان گردیده است. تحلیل نتایج حاصل از شکل 2جدول )

به ازای مقادیر بهینه  پیشنهادی مدل که دهدمی نشان (2)جدول 

α  تطابق بسیار  آزمایشگاهی هایداده با (1)ارائه شده در جدول

ها و مربوط به اعتبارسنجی مدل (2)خوبی دارد. نتایج جدول 

 ها می باشد.نتایج حاصل از تمام داده (2)شکل 

 

 ها(درصد داده 30مقادير متوسط خطای مدل معمولی و مدل کسری پيشنهادی )اعبار سنجی بر اساس  -2جدول 

( برحسب 14متوسط خطای معادله )

 درصد

 (مترقطر ذرات )میلی درصدبرحسب  (3متوسط خطای معادله )
97/1 21 83/2 

76/3 76/12 5/5 
64/1 22/12 7/8 
66/4 41/9 6/15 

68/1 86/10 1/31 
45/2 29/7 8/56 
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 های آزمايشگاهی در قطرهای مختلف( با داده3مقايسه نتايج مدل پيشنهادی و معادله ) -2شکل 

 

 معیار مهمی جریان سرعت و هیدرولیکی شیب بین رابطه

 ایهمحیط در میان رژیم جریان دارسی یا غیردارسی ارزیابی برای

 رابطه به طوریکه اگر .(Sedghi et al., 2014باشد )می متخلخل

 جریان رفتار باشد، شیب هیدرولیکی و سرعت جریان خطی

 جریان عنوان به جریان رفتار باشد، غیرخطی و اگر دارسی

  .دشومی گرفته نظر در خطی غیر یا غیردارسی

دهد که در تمام قطرهای مورد بررسی نمودارها نشان می

بررسی رفتار جریان غیرخطی است. چرا که با بزرگتر شدن اندازه 

رود و سطح تلاطم جریان ذرات و منافذ، سرعت جریان بالا می

و  هانظمیعبارتی افزایش سرعت جریان، بیبهیابد. افزایش می

-غییر جریان از خطی به غیرانتقال بیش از حد مومنتم، باعث ت

معمولاً اگر سیال مورد نظر گاز و یا سیال با لزجت  شود.خطی می

پایین باشد، احتمال آرام بودن جریان کم است. به طور کلی اگر 

شیب هیدرولیکی در محیط زیاد شود، احتمال شروع آشفتگی 

 (.Barr, 2001یابد )افزایش می

میزان متوسط  با بررسی نمودارها و همچنین محاسبه

)جریان آشفته کاملاً  3اختلاف مدل پیشنهادی نسبت به معادله 

 8/56و  1/31، 6/15، 7/8، 5/5، 83/2توسعه یافته( در قطرهای 

 5/13و  8/26، 6/31، 2/32، 40، 81متر که به ترتیب برابر با میلی

سرعت مدل  –شود که نمودار شیبباشد، مشاهده میدرصد می

)جریان آشفته کاملاً  3دار مربوط به معادله پیشنهادی به نمو

دیده شود. دلیل این پتوسعه یافته( در قطرهای بزرگتر نزدیکتر می

مستقیماً به رفتار پیچیده جریان به علت بزرگی اندازه ذرات و 

 های بالا و آشفتگی جریان مربوط است.منافذ و بروز سرعت

اط مستقیم ( و با توجه به ارتب1با بررسی مقادیر جدول )

با قطر متوسط ذرات و تخلخل محیط متخلخل،  αمرتبه کسری 

شود که با افزایش قطر متوسط ذرات و در نتیجه مشاهده می

یابد. علت این ، افزایش میαافزایش تخلخل، مرتبه کسری 
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افزایش، مستقیماً به رژیم جریان وابسته است به طوریکه با افزایش 

افزایش نیروهای مومنتم، رژیم  قطر ذرات و بزرگ شدن منافذ و

وان تکند. بنابراین میغالب جریان به سمت آشفته شدن میل می

در معادله توانی  bدر مدل پیشنهادی را مشابه توان  αنقش 

به خصوصیات  αایزباش در نظر گرفت و فرض کرد که مقدار 

سیال و رژیم جریان بستگی دارد. به منظور اثبات درستی این 

سی تاثیر پارامترهای موثر بر رژیم جریان بر اساس فرض به برر

شود. با استفاده از تحلیل ابعادی روش تحلیل ابعادی پرداخته می

ان بعد بیهای بدونمی توان متغیرهای موثر بر پدیده را به صورت

به واسنجی  αو  aسازی پارامترهای کرد. در بخش قبل بدون مدل

توسط ذره پرداخته شد و روند این عددی پارامترها برای هر قطر م

کلی تغییرات این پارامترها مشخص گردید. در عمل بسیار مناسب 

است که برای این پارامترهای روابط مناسبی ارائه شود. این کار 

)مدلسازی پارامترهای مدل پیشنهادی( با استفاده از تحلیل 

 ابعادی ممکن است که در ادامه به آن پرداخته می شود.

 ادی پارامترهای موثر بر رژيم جريانتحليل ابع

پارامترهای هیدرولیکی موثر بر رژیم جریان در محیط متخلخل 

که به ترتیب  V ،ρ ،µ ،D ،n ،g، ΔH ،L ،Sدانه عبارتند از: درشت

ی سرعت جریان، لزجت دینامیکی، جرم مخصوص، نشان دهنده

قطر متوسط ذرات گرد گوشه، تخلخل، شتاب ثقل، افت سطح آب 

-ون محیط متخلخل، طول محیط متخلخل و شیب بستر میدر

( ابعاد و واحدهای این متغیرها معرفی 3باشند که در جدول )

 گردیده است.

 

 ابعاد و واحدهای متغيرهای موثر بر رژيم جريان -3 جدول

 واحدها )متریک( نماد ابعاد اصلی متغیرها

 LT V m/s-1 سرعت جریان عبوری

 L D m قطر متوسط ذرات

 ML ρ 3Kg/m-3 جرم مخصوص

 T1-ML µ Kg/(m.s)-1 لزجت دینامیکی

 - n - تخلخل

 LT g 2m/s-2 شتاب ثقل

 L ΔH m افت سطح آب درون محیط متخلخل

 L L m طول محیط متخلخل

 - L S شیب بستر

 بعدتعيين متغيرهای بی 

باکینگهام، از آنجایی که در متغیرهای -با توجه به قضیه پای

بعد اصلی وجود  3(، مجموعاً 3فی شده در جدول شماره )معر

به عنوان متغیرهای  ρو  V ،Dمتغیر مستقل  3دارد، لذا لازم است 

 6تکرارشونده انتخاب گردد. با انتخاب این متغیرهای تکرارشونده، 

 بعد به صورت زیر حاصل خواهد شد. پارامتر بی

          (                                15)رابطه 
1

VD




 

 

(                                                 16)رابطه 
2 n 

 
  

                                             ( 17)رابطه 
3 2

gD

V
  

(                                                 18)رابطه 
4

L

D
  

                                            (  19)رابطه 
5

H

D


  

(                                                 20)رابطه 
6 S  

بعد اول معرف )عکس( عدد رینولدز جریان و عدد عدد بی

نین با باشد. همچبعد سوم معرف )عکس مجذور( عدد فرود میبی

-( به=H/LΔiشیب هیدرولیکی ) 4Πبه  5Πبعد تقسیم عدد بی

بعد می توانند با آید. لازم به ذکر است گروه های بیدست می

های بی بعد جدید بوجود آید. یکدیگر ترکیب شوند تا گروه

 بعد را می توان به صورت تابعی زیر نوشت:بنابراین متغرهای بی

       (                  21)رابطه  R , , , , 0ef n Fr i S 
 

های لازم به ذکر است تمام متغیرهای موثر اولیه در گروه

 ( وجود دارند. 21بی بعد بیان شده در معادله )

با توجه به اینکه در این تحقیق، مدل آزمایشگاهی یک 

، رابطه Sستون بسته بوده و شیب صفر است، با حذف پارامتر  

 ه می شود:( به صورت زیر نوشت21)

(                                 22)رابطه  1 R , , , 0ef n Fr i 
 

با در نظر گرفتن شیب هیدرولیکی به عنوان متغیر وابسته، 

 توان نوشت:می

(                                   23)رابطه 
32 4

1

aa a

ei a R Fr n
 



 2995 ...های سازی سرعت و شيب هيدروليکی در جرياناصلاحی و همکاران: مدل 

( 23( و )14با مساوی قرار دادن طرف راست روابط )

 خواهیم داشت:

(            24)رابطه 
1

2

2

1

2

1
432




















gD

gD
V

anFrRa
aaa

e 

 یا

(    25)رابطه 
32 4

1
2 12

1 4

1 2
1

aa a

e

a gD Fr

a R Fr n












 
 
 

 

استنباط قابل   a و α از رابطه فوق، روابط تابعی زیر برای

 هستند:

)1(                                26)رابطه  , , )eg R Fr n  

             (    27)رابطه 
 

21

1
( , , )ea g R Fr n

gD




 

بعد و ، بیαدهند که مرتبه کسری روابط فوق نشان می

تابعی از عدد رینولدز جریان، عدد فرود و تخلخل محیط متخلخل 

به  αباشد ) این رابطه درستی فرض وابستگی مرتبه کسری می

 ]1α+T1-α-L[دارای بعد  aکند( و ضریب رژیم جریان را اثبات می

 کند.( نیز آن را تایید می14است که بررسی ابعادی رابطه )

  a و ضريب αارائه روابط برای تخمين مرتبه کسری 

، بر اساس رابطه αبه منظور مطالعه مفهوم فیزیکی مرتبه کسری 

 ( پیشنهاد شده است:28ای کلی به شکل رابطه )(، رابطه26)

     (                               28)رابطه 
32 4

1

bb b

eb R Fr n   

مقادیر ثابت هستند و با استفاده  4b و 1b، 2b ،3bکه در آن 

  از روش برازش منحنی و مقادیر واقعی داده ها قابل تعیین هستند.

را به  a( که وابستگی ضریب 27همچنین بر اساس رابطه )
عدد رینولدز، عدد فرود و خصوصیات فیزیکی محیط متخلخل 

ای به شکل کلی دهد، رابطهتخلخل و قطر ذرات نشان میهمچون 
در  a( در سیستم آحاد متریک جهت تعیین ضریب 29رابطه )

  مدل کسری پیشنهادی ارائه گردید.

(                      29)رابطه 
 

432

1

2

1

1 ccc

e nFrRc

gD

a





 

( مقادیر 28نیز مشابه با رابطه )  4c و 1c، 2c ،3cآن  درکه 
 د. شونند و از طریق روش برازش منحنی تعیین میباشثابت می

های درصد از داده 70در نهایت، با در نظر گرفتن 
آزمایشگاهی موجود و بر اساس حداقل کردن مجموع مربعات 
خطای شیب هیدرولیکی، مقادیر ثابت معادلات پیشنهادی 

 محاسبه شدند که نتیجه نهایی به صورت زیر است.

0.0740.555                           (          30)رابطه  eR   

(                                31)رابطه  
1

1.44
2

5.96
a

n gD




 
طبق تحلیل برازشی انجام شده، از اثرات تخلخل و عدد 

( و از اثرات اعداد فرود و رینولدز در معادله 28فرود در معادله )
قابل ملاحظه در شیب هیدرولیکی )تابع ( بدون ایجاد خطای 29)

توان صرفنظر کرد. لازم به ذکر است از اثرات لزجت هدف( می
رغم آنکه توان این متغیر در ( علی30)عدد رینولدز( در رابطه )

( کوچک است، نمی توان صرفنظر کرد و حذف آن با 30معادله )
افزایش خطا در شیب هیدرولیکی همراه خواهد بود. معادلات 

( در محاسبه شیب هیدرولیکی در مرحله واسنجی 31( و )30)
درصد  80/3درصد داده های تحقیق حاضر( متوسط خطای  70)

کنند، همچنین متوسط خطای این معادلات در محاسبه ایجاد می
درصد داده های  30شیب هیدرولیکی در مرحله اعتبار سنجی )

 درصد است. 40/3تحقیق حاضر( برابر 
ه جمل ضریب ضوع، به لحاظ کمی، وابستگیدر ادبیات مو

 مدل پیشنهادی( بهدر  aدوم معادله فرشهایمر )یکسان با ضریب 

است و روابط پیشنهادی محققان برای  نشده گزارش رینولدز عدد
اینرسی معادله فرشهایمر تابعی از خصوصیات  تعیین ضریب

( و 30باشد. حال آنکه با توجه به رابطه )فیزیکی ذرات می
شود مشاهده می به عدد رینولدز جریان، αبستگی مرتبه کسری وا

علاوه بر خصوصیات محیط متخلخل، به صورت  aکه ضریب 
 غیرمستقیم به عدد رینولدز جریان نیز وابسته است. 

منظور بررسی تاثیر خصوصیات فیزیکی محیط متخلخل به
و مشخصات جریان در تعیین شیب هیدرولیکی، با جایگزینی 

(، مدلی بر پایه خصوصیات 12( در رابطه )31( و )30)روابط 
فیزیکی محیط متخلخل و رژیم جریان حاصل خواهد شد که از 
لحاظ ابعادی کاملاً همگن است و در آن عدد رینولدز مطابق رابطه 

VD/(/) باشد.می 
( و 30(، )12از آنجایی که مدل ارائه شده توسط روابط )

یزیکی مانند قطر متوسط ذرات و ( وابسته به پارامترهای ف31)
باشد )مدل با ضرایب فیزیکال مبنا(، تخلخل محیط متخلخل می

( با 14لازم است عملکرد آن با مدل ارائه شده توسط رابطه )
( مقایسه شود. بدین منظور 1ضرایب بهینه ارائه شده در جدول )

 یها جهت مقایسه گرافیکی نتایج در هر قطر ذرهنمودار این مدل
( ارائه 3های آزمایشگاهی در شکل )مورد آزمایش به همراه داده

شده است. همچنین مقدار متوسط خطای تخمین در هر قطر 
( برای 31( و )30(، )12( و مدل حاصل از روابط )14برای معادله )

 ( ارائه شده است. 4تمام داده های حاصل از این تحقیق در جدول )
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 های آزمايشگاهی در قطرهای مختلف( با داده32( معادله )31( و )30(، )12( و مدل حاصل از روابط )14سه نتايج معادله )مقاي -3شکل 

 

 ( 31( و )30(، )12( و مدل حاصل از روابط )14معادله )مقادير متوسط خطای  -4جدول 

(، 12متوسط خطای مدل حاصل از روابط )

 حسب درصدر ب (31( و )30)

 (14) توسط خطای معادلهم

 بر حسب درصد
 متر(قطر ذرات )میلی

27/4 97/1 83/2 

41/2 76/3 5/5 

76/1 64/1 7/8 

45/2 66/4 6/15 

81/3 68/1 1/31 

12/7 45/2 8/56 

( 4( و جدول )3با بررسی و تحلیل نتایج حاصل از شکل )

شود که مقدار متوسط خطای تخمین شیب مشاهده می

( در 31( و )30) (،12هیدرولیکی از مدل حاصل از روابط )

درصد برای قطرهای مختلف متغیر است  12/7تا  76/1محدوده 

سازی مناسب شیب هیدرولیکی بر اساس دهنده مدلکه نشان

. باشدشرایط جریان و خصوصیات فیزیکی محیط متخلخل می

همانطور که ملاحظه می شود بهترین عملکرد مدل با ضرایب 

 متر می باشد.میلی 31ا ت 5/5فیزیکال مبنا برای قطرهای بین 
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 گيرینتيجه
مطالعه و بررسی مفهوم فیزیکی مرتبه  حاضر تحقیق از هدف

 مشتقات کسری توسط مشتقات سازگار با تاکید بر رابطه توانی

هیدرولیکی جریان در شرایط جریان آشفته کاملًا  شیب سرعت و

بود. بدین منظور با تعیین دامنه قابل قبول مرتبه  توسعه یافته

غیرخطی بر مبنای مشتقات  ری در معادله مورد بررسی، مدلیکس

سازگار از معادله )درجه دوم( افت فشار ایزباش برای جریان آشفته 

ی پیشنهاد مدل پارامترهای بهینه شد و کاملًا توسعه یافته ارائه

 هایداده تحلیل و تجزیه از استفاده با αو مرتبه  aشامل ضریب 

 ددی و همچنین مدلسازی تعیینبه دو صورت ع آزمایشگاهی

 گردید.

با بررسی رفتار  مطالعه مفهوم مرتبه کسری مدل،منظور به

مرتبه کسری نسبت به پارامترهایی نظیر قطر ذرات، تخلخل 

محیط متخلخل و عدد رینولدز مشاهده شد که با افزایش مقادیر 

یابد. علت این پدیده آشفتگی افزایش می αاین پارامترها مرتبه 

یان و میل به ایجاد رژیم جریان آشفته در قطرهای بزرگ است. جر

تاثیر پارامترهای موثر بر رژیم جریان لذا با توجه به این پدیده، 

های آزمایشگاهی بررسی شد و بر اساس تحلیل ابعادی و داده

 aو پارامتر  αموجود، روابطی به منظور برآورد مرتبه کسری 

اصل از تحلیل ابعادی نشان داد پیشنهاد گردید. همچنین نتایج ح

در مدل پیشنهادی، علاوه بر خصوصیات  aکه ضریب مقاومت 

محیط متخلخل نظیر قطر ذره و تخلخل محیط به به رژیم جریان 

 وابسته است. αنیز از طریق ضریب 

 توان نتیجه گرفت که مرتبه کسری مدلکلی می حالت در

 هیدرولیکی است و تحقیق، دارای مفهومی کاملاً این در شده ارائه

 بتنس باشد کهمقدار آن تا حدودی وابسته به عدد رینولدز جریان می

ارتباط  ،در شرایط جریان آشفته کاملاً توسعه یافتهمعادله ایزباش  به

 کند. برقرار میتری بین سرعت و شیب هیدرولیکی مناسب

"منافع بين نويسندگان وجود نداردگونه تعارض هيچ"
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