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 چکیده

شده بررسی تکین قطعمقدار تجزیة سازی تیخونف و سنجی با استفاده از دو روش منظمگرانی بُعدیسهسازی وارون این مقاله در

سازی در منظم .است سازی مورد استفاده قرار گرفتهدر وارون  Minimum Supportدهی عمقی و قید ماتریس وزن شده است.
2 تیخونف از روش principle    برای تعیین اندیس قطع  پیکارد ترسیم کهدرحالیبرای تعیین پارامتر تنظیم استفاده شده است

با اضافه کردن نوفه در سه دار یک دایک شیباز تولید شده مصنوعی دادة است.  رفتهشده به کار در روش تجزیه مقدار تکین قطع
 هایدلالت بر آن دارد که الگوریتمسازی حاصل از مدل نتایجِ . شده استسازی استفاده ورودی برای وارون کمحمتفاوت، درسطح 
که تُنکی مدل با استفاده از  دهدنشان مینتایج این د. نمرزهای مدل دارتوانایی خوبی برای بازسازی شیب و طورکلیبهشده عرضه 

نیاز  مورد روشسازی در این تکرارهای بیشتری برای توقف وارون تعداد زمانهمشده بیشتر است، روش تجزیه مقدار تکین قطع
دیگر مدل ساخته شده نوفة برای دو سطح  کهدرحالیسطح بالا مدلی هموار بازسازی کرده است نوفة است. روش تیخونف برای 

سبب  پیکارد ترسیمبه روش تیخونف، نیاز روش تجزیه مقدار تکین قطع شده، در مقایسه با در . استبسیار نزدیک به مدل اصلی 
و نتایج  رفتهبه کار  سد گتوند داده برداشت شده در ناحیهروی  شدهعرضه های . الگوریتمشودمیکاهش سرعت اجرای الگوریتم 

 سازی نشان داده شده است.لحاصل از مد
 

 .، گتوندپارامتر تنظیم تکین قطع شده، مقدارتجزیة ، تیخونف سازیمنظم ،سازیوارونسنجی، گرانی های کلیدی:واژه

 

 مقدمه 1

ستفاده از  ،سازی گرانیوارون در ست که با ا هدف آن ا

ی از برآوردهای برداشتتت شتتده در ستتن  ز    به داده

ة کنندزیرستتن ی تول دة چگالی و توزیع هندستتی چ تت 

ستتتنای از نو  داده دستتتتت یتااتتن وارون گرانیای  

نبود به ای   عنا که  ( است،Ill-posedبدوضع ) های سئله

برای پایداری جواب نبود و  (non-uniqueness)یکتایی 

یکتایی از دو جنبه قابل  نبود  سئلهاستن ساز   کل ،آن

های یکتایی ناشتتتی از  اه ت چ تتت ه نبود ؛طرح استتتت

بندی یکتایی جبری ناشتتتی از نو  تمستتت   نبودگرانی و 

لة نبود ستتتن  زیری ن به   ستتتئ یداری جواب  ربوط  پا

 اتریس کرنل و وجود  (ill-condition)شتتترط بودن بد

 دستتتتبهبرای  بنابرای  ناستتتتنواه در داده های گرانی 

ناستتتی آوردن جوابی که از ل اظ ز    و   ناستتت شتتت

سبت به نواهادار ز انه  س ت ک ی ن سا شد ی ح باید  ،با

استتتفاده  جواب (Regularizationستتازی ) نظ  اراینداز 

 های ستتئلهستتازی برای  نظ  تفاوت ن چندی  روش کرد

عروف کی از   ی جود داردن  نی و خ ی  و وارون  تر

برد ی پرکتتار نهتتا  تر نفآ خو ت  ظ    ن  Tikhonov) ت

Regularization) ن در ای  حالت تابع هدای  ت کل است

( و عبارت Data Misfitها )اننباق داده نبودِاز دو عبارت 

بدوضتتع اول ه   ستتئله( جایگزی  Stabilizerپایدارکننده )

تابع طوریبهشتتتود،  ی نه کردن ای   که جواب از ک  

ستتتتازی ت خونف آیتتدن در  نظ  ی دستتتتتبتتههتتدف 

سازی جواب   (filter factors)های ا لتر عا لرا با پایدار

 سازیبا اع ال  اتریس  نظ   سئلهیکتایی  نبودِو کاهش 

ستتتتازی روش دیگری کتته برای  نظ  نکننتتد یکنترل 
 svatan@ut.ac.ir :mail-E                                                                                    نگارنده رابط:                                *
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 مدار ة تازی ،وارون خنی به کار برده شتتده های ستتئله

 Truncated Singular Value)تتتکتت تت  قتتنتتع شتتتتده 

Decomposition) های تک   در ای  روش بردار ناستتتت

و شتتود  ی ربوط به  مادیر تک   کوچک کنارگذاشتتته 

های تک   جواب در زیراضتتایی شتتا ل تعدادی از بردار

صل  ی حالت  درشودن  ربوط به  مادیر تک   بزرگ حا

های ا لتر به کار راته کلی تفاوت ای  دو روش در عا ل

یکبرای  عا ل ناستتتتت هر مادیر  های ا لتر در تنظ    

 کهدرحالی ،ب   صتتتفر و یک قرار داردة ت خونف در باز

های ا لتر امط دو  مدار صتتتفر و عا ل TSVDدر روش 

های هر دوی ای  روشت م ق در ای  ن پذیرند یرا  یک 

لهروی  تنظ   کار وارون خنی گرانی  ستتتئ به  ستتتنای 

 رودن ی

 ،استتتت  ه  ستتتازیهای  نظ روشه ة دو نکته در 

تاث ر  ستتتتم    کهطوریبه ها  هایی بر تع    آن جواب ن

ن استتتپارا تر تنظ    انتخاب ،خواهد داشتتتن اول   نکته

 استتکالر صتتورتبهکه ای  پارا تر تنظ   ت خونف در 

تعادل ب   دو عبارت تابع هدف را برقرار  درواقع ،استتتت

هتتایی کوچتتک  نتهی بتته جواب متتادیر کنتتدن ی

های کهدرحالی ،شتتتوند که نوستتتان زیادی دارند ی

های بزرگ ستتتب  ه واری جواب خواهند شتتتدن روش

ن در ای  است شدهرای برای تع    ای  پارا تر  ع تفاوتی 

له از روش  ما  2 principle   پارا تر برای برآورد 

اندیس   TSVDروش  در استفاده خواهد شدن به نه تنظ  

های تک    ورد استفاده دلالت ، که بر تعداد بردارqقنع

فا  ی پارا تر تنظ   را ای ندندارد، درواقع نمش  در ای   ک

له ما ندیس برای ت   کارد ترستتت  از روش قنع ع    ا  پ 

جواب دوم آن استتتت که  ه  نکتة  شتتتودناستتتتفاده  ی

 وجوجستتتهای خاصتتی جوابدستتتة در باید  وردنظر 

دو نو   اغل ستتتازی گرانی  ثال در وارون براین شتتتود

ست دل  ورد  ست وجوج های های ه وار و  دل:  دلا

سر از شاخصبا  رزهای  ن انتخاب نو   دل به دیدگاه  ف

 وجوجستتتتشتتتناستتتی  ننمه و ستتتاختار  ورد نو  ز   

از ای  دستتتته  یابی به هریکدستتتت ربوط استتتتن برای 

در الگوریت   هاها ن از استتتت که ق د  ناستتت  آنجواب

بازستتتتازی  هدف  له  کار رودن در ای   متا به  وارون 

 MSلذا از ق د  ،ستتاختارهایی با  رزهای گستتستتته استتت

 ناستفاده خواهد شد

ب ان خواهد  ورد استتتتفاده  روش نظریةدر ادا ه ابتدا 

اجرای تنظ   ت خونف و تازیه  مدار ستت س ن وة ن شتتد

ن شود یسازی گرانی ن ان داده تک   قنع شده در وارون

س  تع    پارا تر تنظ   و ن ز  در  ورد روش به  پ کارد تر

ن ستت س استتتفاده از ای  پذیردصتتورت  یتفصتت ل ب   

حاصل از  دل  صنوعی دادة روی  سازیهای  نظ روش

ش   گرانی دادة شودن در پایان دار ن ان داده  یدایک 

 ورد استتتفاده قرار  در ناح ه ستتد گتوندبرداشتتت شتتده 

ابعاد و گسترش  ،سن  ناح ه زیرسازی با  دل وگ رد  ی

 نشود یدر ای  ناح ه تع     چگالک های چ  ه

 

 روش نظرية. 2

عداد  ازها داده  ع ولاً ستتتنایگرانیهای در بررستتتی ت

ارض کن د  شوندنسن  برداشت  یروی  نماط   دودی

obsها در بردارای  داده md  ندن برای قرار داده شتتتو

سازی ن از است که سن  زیری  در ناح ه برداشت وارون

 ورد غال  روش شتتودن   دلگستتستتته  صتتورتبهداده 

هایی با به  کع  ستتتن  زیری  تمستتت   استتتتفاده  ع ولاً

و بولانگر و  1996 ،)لی و اولدنبرگ استتتتثابت ة انداز

بای   ن(2001  ،چوتو گالیت ع  چ ها در  اهول ای   ک

ته  ی nmبردار خاب در نظر گرا شتتتودن در  ورد انت

( 2001بولانگر و چوتو )ها به ابعاد به نه برای ای   کع 

عه شتتتودن  نة  راج های  دل و داده ب  راب  باها پارا تر

m nG اتریس کرنل   استتتتبرقرار زیر  صتتتورتبه 

 :(1996)بلکلی، 
obsG m d                                                               )1( 

هدف پ دا کردن جوابی ستتتتازی گراندر وارون ی 

از نظر  ز تتانه ( استتتتت کتته 1تمریبی برای رابنتته )

تر که پ ش طوره انباشتتدن  قبولقابلشتتناستتی ن ز ز   

 یابی دستبنابرای   است،وضع بد  سئلهشرح داده شد ای  
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به به  نه ن از  ندجواب به   در ای  داردنستتتازی  نظ  ارای

 ورد استتتفاده  TSVDتنظ   ت خونف و دو روش  ت م ق

 که در ادا ه توضتت   داده خواهد شتتدن استتت قرار گراته

بنتتة  برای برای 1)آنکتته را در وارون  گ ریکتتاربتته( 

ع ال تغ  راتی در آن اِ لازم استسنای  ف د باشد گرانی

کردن عبارتبا ک   نشتتتود
priorGm ة از دو طرف  عادل

 :توان نوشت ی( 1)
obs

prior priorG G G  m m d m                                  )2( 

نه که در ای  راب
priorm گالی بای  چ  برای  دل بردار ت

ست  اول ه سی با توجه به اطلاعات اول ه  انند ز   و ا شنا

فاری  یا ح چن   نبودِ  و در صتتتورت شتتتودتع     یو 

اطتتلاعتتاتتتی 
prior m بتتا در نتتظتتر گتتراتتتتت   ناستتتتت 0

obs

priorG r d m  و
prior= y m m شکل  (2)ة رابن رابنه به 

 :شودبازنویسی  ی (3)

G y r                                                                    )3( 

کرنل به ستتترعت با دا نة  ،ستتتنایگرانی در وارون

شده نزکاهش  یع ق  سازی  دیک یابد بنابرای   دل باز

ن از استتت که از یک تابع  ، لذاشتتودبه ستتن   ت رکز  ی

کاهش حستتتاستتت ت خنثی کردن دهی ع می برای وزن

و  1996نبرگ، )لی و اولد استتتتفاده شتتتود با ع ق کرنل

 اتریستتی  ،دهی ع می اتریس وزن(ن 1997پ لک نگتون، 

قنری به شتتکل
depth jW (1/ z ) آندر  استتت که 

jz  ع ق

وزن  ناستت  برای  م و پارا تراjُ توستتط برای ستتلول 

ن علاوه بر آن ن از استتت که دکنای   اتریس را اراه   ی

،هادهی دادهوزن اتریس 
dW،  نة ن ز در (  ورد 3)راب

ستفاده قرار گ ردن  ستمل بودن نواه  وجود در با ارض ا  

یس ، هتتاداده تر ی   تتا نری صتتتتورتبتتها ق یس  تر  تتا

d 1 mW = diag(1/ ,...,1/ ) که شتتودنوشتتته  یi  ان راف

که در ای  شد ب ان م استن اiُی ع ار نواه  وجود درداده

که  ورد نظر استتتت  بازستتتازی ستتتاختارهاییت م ق، 

سته رزهای  س ن بنابرای  دارند شانبا    ط پ را ون ایگ

که برای بازسازی چن   ساختارهایی هایی ق داز ن از است 

اند استفاده کردن بدون شک پرکابردتری  ای   عرای شده

ست و کوب ک )هاق د ست که لا ( 1983، ق د ا ردگی ا

ی وجوجستتتن ا تتردگی به  عنای کردند عرای آنها را 

با  اهی  حا  استتتتتک تر دلی  به الگوریت   ، در نت 

های در سالدهدن را  یشاخص توانایی بازسازی  رزهای 

ت ت نام ( 1999پورتن اگوی  و زادانف )را ای  ق د بعد 

Minimum Support (MS ) بتترای  ندادنتتدتتتوستتتتعتته 

 تتتاتتتتریتتتس قتتتنتتری  MSاستتتتتتتتتفتتتاده از قتتت تتتد 
2 2 1/2 n n

MS priorW = diag(1 (( ) ) )    m m اتتترایتتتنتتتددر 

  زان ا تتردگی  پارا ترن شتتود ی ع الاِستتازی وارون

 ثبت و  مدار آن برابر یک عدد  کند دل را تع     ی

وابستتته به  MS  اتریس نشتتودکوچک در نظر گراته  ی

ن از است که الگوریت  وارون  ، پسپارا ترهای  دل است

شودتکرار  صورتبه اجرای ای  ق د ة ن ون در  ورد حل 

شتتودن با توجه به ای  نکات و با در ادا ه توضتت   داده  ی

در نظر گرات  
depth MSW = W W  رابنه ( به شتتتکل 3)رابنة

 شود:نوشته  ی (4)
1

d dW GW W W y r                                                     )4( 

پذیر لذا وارون ،قنری استتت W توجه شتتود که  اتریس

با در نظر گرات   ناستتت
d= Wr r،Wy = z،

dG = W G و
1G = GWبازنویستتتی ( 5رابنه )  صتتتورتبه( 4)ة رابن

 شود: ی

G z r                                                                   )5( 

ی  روش  تر برد بنتته )پرکتتار در ( 5برای حتتل را

استتتتفاده از روش تنظ   ت خونف  ،ستتتازی گرانیوارون

رابنه تابع هدای به شکل ( با 5)ة در ای  روش رابن استن

 شود:جایگزی   ی (6)

2
22

2
2

P ( ) G   z z r z                                        )6( 

بارت  که در آن، باق  نبودع 2، دادهانن

2

G z r ک ف ت،

صل از  ای تع    با داده   اهده راجواب برازش داده حا

2عبارت تنظ    و کند ی

2
( ) z z یدارستتتازی پا ، برای 

فاده قرار  ی عادل ب   ن گ ردجواب  ورد استتتت دو ای  ت

که در ادا ه  شتتتودکنترل  ی  پارا تر تنظ  با عبارت 

آن توضتت   داده خواهد شتتدن از    استتبةدر  ورد ن وه 

 آید: ی دستبهجواب  (6)ة ک  نه کردن رابن

T 2 1 T

m( ) arg min{P ( )} (G G + I ) G   z z r            )7( 

تازیة ( استتتتفاده از 7)ة یک روش حل عددی برای رابن
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استتتتن با استتتتفاده از  G(  اتریس SVD مادیر تک   )

SVD  اتریس G صل صورتبه سه  اتریس  ضربحا

 شود:به شکل زیر نوشته  ی

TG = U V                                                              )8( 

mآن،  که در n    اتریس قنری شتتتا ل  مادیر تک 

 ترت تت بتتهاستتتتت کتته 
1 2 m... 0      قنر روی 

ت ندن دو  اتریسهاصتتتلی قرار گرا m ا mU  و n nV  

؛ نتتدستتتتنتتری و ستتتتتتتونتتی  تتتتتعتتا تتد صتتتتورتبتته
T T T TU U UU = V V = VV I  ن با استتتفاده از ای  تعریف

شته  ی (9رابنه ) صورتبه( 7)رابنة  خواه شود )وط نو

 (:2015و ه کاران، 
2 Tm
i i

i2 2
i 1 ii

( )





 


u r
z v                                            )9( 

 Vو Uهای های  اتریسستتتتون ivو  iuدر ای  رابنه

ندن ک  ت  هستتتت
2

i

Tikh 2 2

i 


 

 
 Filterعا ل ا لتر ) 

Factorبازة شتتتود که  مدار آن در ( ت خونف نا  ده  ی

بردارهای تک    شده است کهن ان داده  قرار داردن [0,1]

iu  وiv ندیس مادیر تک   i با اازایش ا به   ،  ربوط 

لت نوستتتتانی  ی حا چک،  ندکو هانستتت ،  یاب ن (1998)

جلوگ ری  ای  رابنه نمش عا ل ا لتر ت خونف در بنابرای 

، جواب هایضری ة از غلب
T

i

i

u r،    ربوط به  مادیر تک 

هایی  پاستتته ن چک در  مادیر  ناستتتتتکو iبرای  

چک ند و عا ل، تر ازکو چک هستتتت های ا لتر کو

ی  به آن هایضتتتر ند ها ا لتر  یجواب  ربوط  شتتتو

های عا ل ،از  تربزرگ iبرای  مادیر  کهدرحالی

به ستتت ت یک  ی نابرای  و روندا لتر   هایضتتتری  ،ب

)درکا لاً  آنهاجواب  ربوط به  )z  پسحضور دارندن

( )z زان ای   کهطوریهجوابی ا لتر شتتتده استتتت ب  

برای  داردن بستتتگی تنظ   انتخاب پارا تر ا لترشتتدگی به

 شتتتتده  عرایگونتتاگونی هتتای روش تع    پتتارا تر

2روش از در ای   ماله ،که استتت principle  استتتفاده

روش ایتتدة  (ن2014خواه و ه کتتاران، وط شتتتود ) ی
2 principle  تابع ک  نة بر ای  اصتتل استتتوار استتت که

صادای  (،6ت خونف، رابنه ) ست تغ ری ت از توزیع  که ا

2 باm جه آزادی ندنتبع ت  یدر به  ک ید  با نابرای   ب

صدق کندن با ای بود که دنبال  شرط  ستفاده در ای   ا

هدف  ی تابع  نه  مادیر تک   برای ک   یه   توان از تاز

 نوشت:

 
m

T 2

i2 2
i 1 i

m
1 



 
 

  
  u r                                     )10( 

فاده از الگوریت  ری تتتهاکنون  ی با استتتت یابی توان 

(   استتتبه کرد و در 10)رابنة پارا تر تنظ   را از  ،ن وت 

ستتازی با استتتفاده از  راحل وارون( به کار بردن 9)رابنة 

 خلاصه شده استن 1روش ت خونف در جدول 

نة برای حل  روش دیگر فاده از 5)راب تازیة ( استتتت

جواب ابتدا در ن استتتت( TSVDشتتتده ) مدار تک   قنع

2، (5)ة برای رابن ی   ربعاتک تر

2

G z r ، با استتتفاده از

SVD  شود:نوشته  ی (11رابنه )به شکل 

Tm
T 1 T i

i

i 1 i

( ) (G G ) G 







u r

z r = v
                                    )11( 

های تک    ،شتتتتدب ان تر پ شکه  طوره ان بردار

 مادیر تک   کوچک درواقع ستتتب   تناظر با نوستتتانی 

ستتتازی ت خونف با ظ ن در  نشتتتوند یناپایداری جواب 

فه تاث ر ای   ول های نوستتتانی کاهش  عرای عا ل ا لتر 

 مادیر تک   قنع شتتتده با تازیة روش آنکه حالیااتن 

بتته تنظ   جواب  ای  بردارهتتای تک   کنتتارگتتذاشتتتت 

هتتای ا لتر بتته برای ای  روش عتتا تتل درواقعپردازدن  ی

 :ندشکل زیر

TSVD

0 for i q

1 for i q


 


=

                                 )12( 

به آخری   مدار  qپارا ترکه در آن،  ندیس  ربوط  بر ا

در ای  حالت  بنابرای تک    ورد استتتتفاده دلالت داردن 

ترک تت  خنی نخستتتتت،  q جواب از  ک    ت بردار 

1 q,...,  v v ،کل اضتتتتای  دل عه  ، از  ا و 1 m,...,v v ،

 شود:حاصل  ی (13رابنه ) صورتبه
Tq

i

i

i 1 i

(q)






u r

z v                                                      )13( 

شود که  سئلهبرای ای  حالت  درواقعتوجه  سازی  نظ   

 است: (14رابنه )به شکل 
2

q 1 q
2

minimize G subject to ,...,S      z r z v v   )14(
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در آن،که 
qS  زیراضتایی استت که جواب در آن  ورد

 TSVD انده برای روش نکته باقین استتتت وجوجستتتت

برای در ای   ماله  استتتن q قنع چگونگی تع    اندیس

( ک ک Picard Plot) پ کارد ترس  تع    ای  اندیس از 

وارون،  های ستتئلهط به  ربوهای  ت شتتودن در گراته  ی

جواب) هایضتتتری ترستتت  ی از 
T

i

i

u r هایضتتتری ( و 

SVD (T

iu r(   مادیر تک به ه راه    )i ت ت عنوان )

س   س ، شناخته  ی پ کارد تر در ای   (ن1998شود )هان

تنزل تر از  مادیر تک   ستتریع SVD هایضتتری  ،رستت 

که  ی که در ترازی  تا آن ند  اه تع     یبا کن  ،شتتتودنو

جواب در ابتدا  هایضتتری  درواقع شتتوندنستتن   یه 

ند  یکاهش  مادیر بزرگیاب به  iا ا برای   شتتترو  

توان  ی رستت با استتتفاده از ای   کنندن بنابرای اازایش  ی

ده شبازسازی جواب  نظ های  وردن از برای تعداد  ولفه

ندیس  مدار ا که ه ان   ات  یا حل  استتتتتن qرا   را

ع  مدار تک   قنتازیة ستتازی با استتتفاده از روش وارون

 خلاصه شده استن  2شده در جدول 

که الگوریت   شتتتود یستتتب   MSاستتتتفاده از ق د 

ای ستتتازی ن از ند تکرار باشتتتد، لذا باید  ع اری بر نظ 

 ار اول آن استتتت که ن  عشتتتودتوقف ای  تکرارها تع    

برازش داده،  2شتتتترط 
obs (k)

2 i i

computed

i 2

(G
m 2m


  



d m )
=

، 

نه2001برآورده شتتتود )بولانگر و چوتو،  (ن در ای  راب
(k )Gm از  دل ستتاخته شتتده در تکرار داده حاصتتلk ُم ا

ب  تت نه  ، تتوده ای  شتترط برآورده نکدرصتتورتی استتتن

عداد    ه  دیگرنکتة   ع ار توقف خواهد بودن تکرارهات

ستنای های گرانیستازی دادهکه رعایت آن برای وارون

، لیاستفاده از کران بالا و پای   برای چگا ،ضروری است

 min maxm , m، یت ای   ورد استتتتت عا تایی  نبودن ر یک

دهد و جواب   استتتبه شتتتده را به را کاهش  ی  ستتتئله

 جواب اصلی نزدیک خواهد کردن
 

 مدل مصنوعی. 3

سازی ب ان شده در های وارونبرای بررسی الگوریت 

از دادة تول د شده از یک  دل دایک  2و  1های جدول

ای  سن   منعی از  1دار استفاده شده استن شکل ش  

دهدن تبای  چگالی  دل با    ط دایک را ن ان  ی

3grاش برابربرگ رندهدر / cm 1  استن دایک از ع ق

m50  شرو  و تاm 400   ادا ه داردن دادة  صنوعی

exact،حاصل از ای   دل
d، ای  نظ  در شبکه

ایستگاه در سن  با ااصلة ایستگاهی  20×20=400شا ل

m50 شودن برای اازودن نواه، در ابتدا بردار تول د  ی

با توزیع نر ال،   انگ   صفر و  mتصادای 

 ان راف  ع ار یک، تول د شده استن س س نواه در 

exactسه سن  با ان راف  ع ار exact

1 i 2 2
( ( ) ) d d  

به هر داده اضااه شده است یعنی
obs exact exact exact

1 i 2 2
( ( ) )    d d d d  ن برای سه سن

ترت   نواة  تفاوت، به
1 2( ) (0.01,0.001)  ،

1 2( ) (0.02,0.005)   و 
1 2( ) (0.03,0.01)   انتخاب

 ب( دادة  تعلق به سن  نواة دوم 1شوندن شکل ) ی

(
1 2( ) (0.02,0.005)  دهدن ن ان  ی ( را 

 
 

 

 

3grدار دارای تباین چگالی)الف( دایک شیب .1شکل  cm1   با

و )ب( داده تولید شده با دایک و آمیخته  آن محیط دربرگیرنده

 به نوفة سطح دوم
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 گرانی با استفاده از تنظیم تیخونف ازیسمراحل وارون. 1 جدول

obsها: ورودی
d،G،

priorm،dW،  ،0.8  ،minm،
maxm 

k. قرار دادن 1مرحلة  =1،(0)

priorm = m ،محاسبة 
depthW،(1)

MW I   ،(1)

depthW = W 

(1) محاسبة. 2مرحلة obs (0)

d= W ( G )r d m،(1) (1) ( 1)G = G (W )  

(k)مقادیر تکین: تجزیة  محاسبة.3 مرحلة TG = U V 

 (10)ة با استفاده از رابط (k)پارامتر تنظیم  محاسبة.4 مرحلة

 محاسبة. 5 مرحلة
2 T (k)

m(k) i i

i2 (k) 2i 1
ii

( )
(







  


u r
z v 

(k)محاسبة. 6 مرحلة (k) 1 (k)(W ) ( )y z،(k) (k-1) (k) m m y 

(k)که های چگالی طورینعمال کرااِ. 7 مرحلة

min maxm m m 

(k+1) محاسبة. 8 مرحلة obs (k)

d=W ( G )r d m،(k 1)

M (k) (k-1) 2 2 1/2

1
W diag( )

(( ) )

 
  m m

،(k 1) (k 1)

depth MW = W W  

(k 1) (k 1) 1G = G (W )   

kقرار دادن. 9 مرحلة = k +1 

 3 مرحلةبرو به ، صورت و در غیر این شود متوقف فرایند ،در صورت برآورده شدن ،شودمعیار توقف بررسی . 10 مرحلة

(k)خروجی:
m 

 

 مقدار تکین قطع شدهتجزیة سازی گرانی با استفاده از مراحل وارون. 2 جدول

obsها: ورودی
d،G،

priorm،dW،  ،0.8  ،minm،
maxm 

k. قرار دادن 1 مرحلة =1،(0)

priorm = m ،محاسبة 
depthW،(1)

MW I   ،(1)

depthW = W 

(1) محاسبة. 2مرحلة obs (0)

d= W ( G )r d m،(1) (1) ( 1)G = G (W )  

(k)مقادیر تکین: تجزیة  محاسبة. 3 مرحلة TG = U V 

 پیکارد رسمبا استفاده از qاندیس قطع محاسبة.4 مرحلة

 محاسبة. 5 مرحلة
T (k)

q(k) i

ii 1
i

(q)






u r

z v 

(k)محاسبة. 6 مرحلة (k) 1 (k)(W ) (q)y z،(k) (k-1) (k) m m y 

(k)که های چگالی طورینعمال کرا. ا7ِ مرحلة

min maxm m m 

(k+1) محاسبة.8 مرحلة obs (k)

d=W ( G )r d m،(k 1)

M (k) (k-1) 2 2 1/2

1
W diag( )

(( ) )

 
  m m

،(k 1) (k 1)

depth MW = W W  

(k 1) (k 1) 1G = G (W )   

k. قرار دادن9 مرحلة = k +1 

 3 مرحلةبرو به  ،صورت و در غیر این شود متوقف فرایند ،در صورت برآورده شدن ،. معیار توقف بررسی شود10 مرحلة

(k)خروجی:
m 
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 20×20×10=4000زیری  به ة ناح  سازیبرای وارون

 و های تمس   شده استن پارا تر m50 کع  با ابعاد 

 کران اندنشتتتدهانتخاب  8/0و  02/0برابر با  ترت  به

بتتتتالا و پتتتتایتتتت تتتت  چتتتتگتتتتالتتتتی بتتتترابتتتتر 
3 3

min maxm 0 gr cm m 1gr cm    در نتتظتتر گتتراتتتتته

(0)تکرارها با  شودن ی
m = شرو  و هنگا ی  توقف  0

2د که شتتو ی

computed 429  بهآنکه و یا  حاصتتل شتتود 

ستتازی ن در وارونبرستتد 100ها برابر تعداد تکرارة ب  تت ن

ست که برای داده شده ا س لی ن ان داده  های   دان پتان

ستتازی با یک  مدار تکرار اول بهتر آن استتت که وارون

و  بزرگ برای پارا تر تنظ   شتترو  شتتود )اارکوهارستت 

ای  ستتتب  خواهد شتتتد که از ورود (ن 2004 ،اولدنبرگ

و در  ،ستتتاختارهای اضتتتااه به  دل در تکرارهای ابتدایی

نت اتته ن تتاز بتته تکرار ب  تتتتر برای حتتذف ای  اثرات، 

ة حاضتتر ای  نکته  ورد استتتفادة در  مال نجلوگ ری شتتود

با استفاده سازی برای وارونن قرار گراته استنگارندگان 

با در تکرار اولپارا تر تنظ    ،از روش ت خونف   برابر 
(1) 1.5

i i(n m) (max( ) mean( ))   شتتود انتخاب  ی

پارا تر تنظ   بزرگ در  ن(2015 ،ه کاران خواه و)وط 

روش ت خونف  عادل با انتخاب اندیس قنع کوچک در 

است بنابرای  در ای   ماله برای تکرار اول  TSVDروش 

qاندیس قنع   TSVDدر روش  از ن شود یانتخاب  =3

2تکرار دوم به بعد روش principle س   و  پ کارد تر

سازی برای هر وارون رودنبه کار  ی qو  برای تع   

صتتتورت ستتته ستتتن  نواه و با استتتتفاده از هر دو روش 

 3و  2های های بازستتازی شتتده در شتتکلن  دلگ رد ی

لت کلی هر دو الگوریت  ن ایش داده شتتتتده حا ندن در  ا

صلی  2و  1 هایجدول سازی  دل ا توانایی خوبی در باز

خوبی بازسازی شده دارندن ش   و ساختار کلی دایک به

صل  سازی به روش ت خونف تُنکی  دل حا ستن در باز ا

سته استاِة به   زان نوا با اازایش ؛ ع ال شده در داده واب

اه تُ کاهش نو بد ینکی  دل  به نیا لت  حا ویژه در ای  

ستن ع ق به وضوح ن ایان شده به  ا برای  دل بازسازی 

به  یک ترتُنکی پاستته وابستتتگی بستت ار  TSVDروش 

  نسن  نواه دارد

، عبارت نبودِ اننباق داده، عبارت تنظ   و  4شکل 

های  توالی برای روش ت خونف را در تکرارپارا تر

ها کاهش یااته دهدن با اازایش نواه، تعداد تکرارن ان  ی

عبارت نبودِ اننباق داده برای  5استن ه چن   در شکل 

ن ایش داده شده استن در  مایسة ب   دو  TSVDروش 

ها در سازی،   خص است که تعداد تکرارروش وارون

  نواه ب  تر از روش ت خونف برای هر سن  TSVDروش 

ای  ش وه   دل به تُنکی ب  ترتواند دل ل ای   ی استن

kبرای تکرار سوم ) پ کارد ترس   6شکل  باشدن ( و =3

دهدن واض  است که با در هر سه سن  نواه را ن ایش  ی

یابدن  زیت روش کاهش  یqاازایش نواه، اندیس قنع 

خودکار بودن آن در  1ت خونف گفته شده در جدول 

تع    پارا تر تنظ   است؛ درنت اه سرعت اجرای 

 استن TSVDالگوریت  ب  تر از روش 

 

 

 
 سومنوفة ج( سطح )دوم و نوفة ب( سطح ) ،اولنوفة ( سطح الف). 1اشاره شده در جدول  روش تنظیم تیخونف با استفاده از سازینتایج وارون. 2شکل 
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 سوم نوفة ج( سطح )دوم و نوفة ب( سطح ) ،اولنوفة الف( سطح ). 2اشاره شده در جدول  TSVDسازی با استفاده از روش نتایج وارون. 3 شکل

 

 

 
ب( سطح ) ،اولنوفة الف( سطح ). 2انطباق داده در تکرارهای متوالی برای مدل بازسازی شده در شکل  نبودِپارامتر تنظیم، عبارت پایدارکننده و  .4شکل 

 سوم نوفة ج( سطح )دوم و نوفة 

 

  
 سومنوفة ج( سطح )دوم و نوفة ب( سطح ) ،اولنوفة الف( سطح ). 3انطباق داده در تکرارهای متوالی برای مدل بازسازی شده در شکل  نبودِعبارت  .5 شکل
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kمربوط به تکرار سوم 2برای الگوریتم وارون جدول  پیکارد رسم .6شکل  =  سومنوفة ج( سطح )دوم و نوفة ب( سطح ) ،اولنوفة الف( سطح ) .3

 

 های واقعی داده. 4

 1 هایجدولشده در  سازی ب اندو روش  نظ  نهایتدر

سد ة شده در ناح های گرانی برداشتدادهروی  2و 

ها ن ای  دادهراتکار غربی ایران به جنوب واقع درگتوند 

سنای  وسسه ژئوا زیک برداشت توسط بخش گرانی

برداشت، ة جزئ ات کا لی در  ورد ن و شده استن

 توسطها شناسی  ننمه، پردازش و تفس ر دادهز   

 ختصری از ای   استن گردیده( ب ان 2013اردستانی )

ب  تر ة شود، برای  نالع یعرضه در ای  قس ت   نال 

 راجعه شودن ای  ناح ه از نظر  گفتهپ شبه  رجع 

 ت کل از رسوبات سازند  طورکلیبهشناسی ز   

(، ژی س Marlاز  ارل) گچساران است و ع دتاً

(Gypsum( ان دریت ،)Anhydrite( و هال ت )Halite )

  ورد بررسی تعدادی اروچالة در ناح  ت ک ل شده استن

(sinkhole) به نام آنها  ی تربزرگشود که دیده  ی

 ندر جنوب شرقی ناح ه قرار دارد (Boostaniبوستانی )

بررسی وجود  ،سنای در ای  ناح ههدف از گرانی

زیرسن ی ناشناخته و ه چن   ارتباط احت الی های حفره

وجود چن   ارتباطی  ناستو اروچال بوستانی آنها  ب  

در پ ت سد  کاای آب ه ن دنباع  هدر رات  و ذخ ر

 شودن  ی

در ای  ناح ه برداشت  سنایگرانیة داد 1600تعداد 

 تر از  50تا  30شده استن خنوط برداشت با ااصله 

یکدیگر طراحی گردیده و بر روی ای  خنوط اواصل 

تص   ات اِع ال پس از   تر استن 10ها ایستگاه

ة  اندهنااری باقیای بی وردن از و حذف اثرات  ننمه

 هنااریبیچندی   ن(7)شکل  آ ده است دستبهگرانی 

 5ش اره  هنااریبیشود که ی در شکل   اهده  ی نف

عرضه  ربوط به اروچال بوستانی استن هر دو الگوریت  

 مادیر تک    اتریس کرنل ة تازیة ن از ند   اسب ،شده

 کاربردبزرگ  ی با ابعادهایبرای  اتریسبنابرای   ،هستند

 4و  3، 2های هنااریبیکوچکی شا ل ة ناح  لذان ندارند

گرانی برای ای  دادة شودن سازی انتخاب  یبرای وارون

 ،m30ای  نظ  با اواصل ناح ه به شبکه

سن  زیری   نشده استتبدیل  داده، 32×20=640شا ل

 دل  تر  30 کع  با ابعاد  8640 تعدادبا  نتخ  ة ناح 
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برای ساخت ای   دل از تعدادی  کع  شده استن 

داده استفاده شده است تا ة شبکاضاای در هر س ت 

توزیع خنا برای  های  دل را به حداقل برساندنان راف لبه

ان راف  ع ارو با  گاوسیهر داده 
obs obs

i 2
(0.02( ) 0.005 )d d  چگالی ز  نه  نشود یارض

3grبرابر cm 4/2 های چگالیو  کران
3 3

min maxm 1.5gr cm m 2.4gr cm   
 شودن انتخاب  ی 

سازی با استفاده از نتایج حاصل از وارون 8 شکل

دست دهدن ع ق بهرا ن ایش  ی TSVDتنظ   ت خونف و 

آورده  3در جدول  4و  3، 2های هنااریآ ده برای بی

 TSVDاستن   ابه با  دل  صنوعی، روش  شده

تر تول د کرده استن ه چن   در جدول هایی ا ردهپاسه

دست آ ده با استفاده از دو گ انه  وجود در ع ق به 3

ها در آ ده است )   ل گ انه 2هنااری  ااورت بی

  خص است(ن  مایسة نتایج دلالت بر آن دارد  7شکل 

قبولی  واق به بازسازی سن  ها تا حد قابلکه الگوریت 

دة واقعی )ناح ة  نتخ  برای دا 9اندن در شکل زیری  بوده

-8های )( و دادة حاصل از  دل7سازی در شکل وارون

الف( -10ب( ن ان داده شده استن شکل )-8الف( و )

را در عبارت نبودِ اننباق داده، عبارت تنظ   و پارا تر

دهدن های  توالی برای روش ت خونف ن ان  یتکرار

های  توالی ه چن   عبارت نبودِ اننباق داده در تکرار

ب( ن ایش داده شده -10درشکل ) TSVDبرای روش 

الگوریت  با رس دن به ب   نه،  TSVDاستن در روش 

 پ کاردرس   11تعداد تکرارها  توقف شده استن شکل 

 دهدن و شصتُ  را ن ان  یبرای تکرارهای سوم 
 

 
 .نشان داده شده استمشگی مستطیل سازی با منتخب برای وارونة ناحی .سد گتوندة در ناحیمانده باقی هنجاریبینقشة  .7 شکل
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 سازی و حفاریآمده با استفاده از مدل دستبه هایعمق .3 جدول

 تیخونفتنظیم  TSVD حفاری
 هنجاریبی

 کمینه بیشینه کمینه بیشینه کمینه بیشینه

160-150 150-115 150 90-60 180-150 60-30 2 

- - 120-90 30 180-90 30 3 

- - 120-90 30 150 30 4 

 

 
 TSVDروش  ب()روش تیخونف و الف( ) با استفاده از سازیواروننتایج  .8 شکل

 

 
 ب-8)ج( داده حاصل از مدل الف و -8 ب( داده حاصل از مدل)واقعی، دادة  الف(). 9شکل 

 

  
 نبودِعبارت  ب() و روش تیخونفبه انطباق داده در تکرارهای متوالی برای مدل بازسازی شده  نبودِپارامتر تنظیم، عبارت پایدارکننده و  الف() .10شکل 

 .   TSVDروش به انطباق داده در تکرارهای متوالی برای مدل بازسازی شده 
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 شصتُم ب( تکرارو )تکرار سوم  الف(). TSVDبرای روش  پیکارد رسم .11شکل 

 گيرینتيجه. 5

دو روش سنای با استفاده از های گرانیسازی دادهوارون

به نتایج  مدار تک   قنع شده تازیة تنظ   ت خونف و 

قبولی  نار شدن هر دو الگوریت  توانایی خوبی برای قابل

 MSبازسازی  دل زیرسن ی ن ان دادندن استفاده از ق د 

قابل بازسازی شاخص هایی با  رزهای که  دلشد سب  

 حدوددهی ع می،  دل اول ه و باشدن ه چن   تابع وزن

سازی  ورد استفاده قرار گراتن وارون ارایندچگالی در 

روش ت خونف  ،بالانواة که برای سن   ساختروش  نتایج 

 هایسن برای  کهدرحالی دهد،دست  یبه دل ه وارتری 

در تنظ   ت خونف ها تنُک هستندن پاسه ،ترای پای  نواه

است  TSVDسرعت اجرای الگوریت  بس ار ب  تر از روش 

ن تعداد تکرارهای 1توان ذکر کرد: که دو علت برای آن  ی

 ک ترجواب در روش ت خونف یابی به دست وردن از برای 

 رس ن از به  ،تع    اندیس قنعTSVD ن در روش2است 

خودکار  یروش کهدرحالی ،برای هر تکرار دارد پ کارد

هر دو  برای تع    پارا تر در تنظ   ت خونف به کار راتن

برای  لذا ،شدندعرضه  مادیر تک   تازیة الگوریت  بر  بنای 

هایی با ابعاد بزرگ ن از است که از  اتریس آنهاکاربرد 

سازی های  عرای شده برای  دلالگوریت اجتناب شودن 

چگال در ناح ه سد گتوند به کار برده شدندن ک  هایناح ه

چگال در اثر ان لال رسوبات ن کی ک  هایناح های  

دست آ ده های بهترش و ابعاد چ  هگس اندنوجود آ دهبه

 ناسبی  اننباقهای  وجود نتایج حفاری با ،سازیدر  دل

در ای  ناح ه ن ان  را شدگی شدیدیتداشتن نتایج کارس

   ورد توجه قرار گ ردن بایدالزا اً  ی که در احداث سد داد
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Summary 

In this paper the 3D inversion of gravity data using two different regularization methods, namely Tikhonov 

regularization and truncated singular value decomposition (TSVD), is considered. The earth under the 

survey area is modeled using a large number of rectangular prisms, in which the size of the prisms are kept 

fixed during the inversion and the values of densities of the prisms are the model parameters to be 

determined. A depth weighting matrix is used to counteract the natural decay of the kernel, so the inversion 

obtains reliable information about the source distribution with respect to depth. To generate a sharp and 

focused model, the minimum support (MS) constraint is used, which minimizes the total area with non zero 

departure of the model parameters from a given a priori model. Then, the application of iteratively 

reweighted least square algorithm is required to deal with non-linearity introduced by MS constraint. At 

each iteration of the inversion, a priori variable weighting matrix is updated using model parameters 

obtained at the previous iteration. We use the singular value decomposition (SVD) for computing Tikhonov 

solution, which also helps us to compare the results with the solution obtained by TSVD. Thus, the 

algorithms presented here are suitable for small to moderate size problems, where it is feasible to compute 

the SVD. In Tikhonov regularization method, the optimal regularization parameter at each iteration is 

obtained by application of the 2 principle   parameter-choice method. The method is based on the 

statistical distribution of the minimum of the Tikhonov function. For weighting of the data fidelity by a 

known Gaussian noise distribution on the measured data and, when the regularization term is considered to 

be weighted by unknown inverse covariance information on the model parameters, the minimum of the 

Tikhonov functional becomes a random variable that follows a 2   distribution. Then, a Newton root-

finding algorithm can be used to find the regularization parameter. For truncated SVD regularization, the 

Picard plot is used to find a suitable value of truncation index. In math literature, a plot of singular values 

together with SVD and solution coefficients is often referred to as Picard plot. To test the algorithms, a 

density model which consists of a dipping dike embedded in a uniform half-space is used. The surface 

gravity anomaly produced by this model is contaminated with three different noise levels, and are used as 

input for introduced inversion algorithms. The results indicate that the algorithms are able to recover the 

geometry and density distribution of the original model. In general, the reconstructed model is more sparse 

using TSVD method as compare with Tikhonov solution. This especially happens for high noise level, 

where there is an important difference between two solutions. In this case, while TSVD produces a sparse 

model, the solution of Tikhonov regularization is not sparse. Furthermore, the number of iterations, which 

is required to terminate the algorithms, is more for TSVD as compare with Tikhonov method. This feature, 

along with automatic determination of regularization parameter, makes the implementation of the Tikhonov 

regularization method faster than TSVD. The inversion methods are used on real gravity data acquired over 

the Gotvand dam site in the south-west of Iran. Tertiary deposits of the Gachsaran formation are the 

dominant geological structure in this area, and it is mainly comprised of marl, gypsum, anhydrite and halite. 

There are several solution cavities in the area so that relative negative anomalies are distinguishable in the 

residual map. A window of residual map consists of 640 gridded data, which includes three negative 

anomalies, that is selected for modeling. The reconstructed models are shown and compare with results 

obtained by bore holes. 
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