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با استفاده از تابع جريان و  لايه سههاي ورق متقارن بررسي فرايند نورد 
 تئوري حد بالا

 
   ۲سعيد اسدي و ۱*پور احمد عاصم

  دانشگاه صنعتي شريف-رباتيک و اتوماسيون ,  طراحييقطب علم و دانشكده مهندسي مكانيكدانشيار ۱
دانشكده مهندسي مكانيك  - اتوماسيونرباتيک و,  طراحييقطب علمدانش آموخته کارشناسی ارشد و ۲

 دانشگاه صنعتي شريف
 )۷/۷/۸۶ بيخ تصويتار,  ۱۳/۵/۸۶ت اصلاح شده يافت روايخ دريتار,  ۵/۷/۸۵افت يخ دريتار(

 چكيده
نورد به هم  قبل از ها كه لايه) سه لايه (دار يا چندلايه هاي پوشش ورقمتقارن يك مدل رياضي براي فرايند نورد در اين مقاله          

استفاده از اين مدل بررسي تغييرات پلاستيك ماده در فضاي بين دو . ارائه گرديده استلا با با استفاده از تابع جريان و تئوري حد اند نچسبيده
، ر و توان نوردر روي نيرو، گشتاوغلطك و تاثير پارامترهاي نورد مانند ضخامت اوليه و نهايي ، ضريب اصطكاك، شعاع غلطك ها و سرعت آنها ب

 و قانون نرخ انرژيهاي تغيير شكل بر پايه   در آناليز فرايندHill تئوري ستفاده ازبا ا. سازد  را ممكن مييا هيکاهش ضخامت لا و اتصالنقطه 
ان سرعت ميد. شود ، تغييرات سرعت افقي در ضخامت به صورت خطي در هر لايه در نظر گرفته ميانجام تغييراتي متناسب با نوع مسئله

ناپذيري و هم شرايط مرزي سرعت را در فضاي تغييرات  تواند به طور خودكار هم شرايط تراكم بدست آمده از تابع جريان پيشنهادي مي
. دهد توان بدست آمده بر حسب پارامترهاي شبه وابسته،كمينه شده و ميدان سرعت بهينه را نتيجه مي.  نمايد پلاستيك بين دو غلطك ارضاء 

استفاده از اين .  مقايسه گرديده است و توافق خوبي بين اين دو مشاهده مي گرددساير محققينآمده توسط  بدستمقادير ج بدست آمده با نتاي
 .نمايد  نورد ميزاتيتجهنتايج كمك شاياني در طراحي مناسب 

 

  تابع جريان -تئوري حد بالا  -متقارننورد  - هاي چند لايه ورق  :هاي كليدي واژه
 

 مقدمه
و پوشش دار با ) دو يا سه لايه(ورق هاي چندلايه       

توجه به نوع ورق اصلي و پوشش به كار رفته و به علت 
داشتن خواص مختلفي از جمله ضدخوردگي، ضد زنگ و 

 استفادهضد سايش بودن به طور وسيعي در صنايع توليد و 
روشهاي مختلفي به منظور توليد اين ورق ها  .مي شوند 

يكي از اين روش ها فرايند نورد .  صنعت وجود دارددر
است كه مي تواند به صورت داغ يا سرد صورت گيرد و 

 مانند اتصال انفجاري يا اتصال هاي ديگر نسبت به روش
و در ادي تر و موثر تر است  اقتصبه كمك جوش پوششي،

  هاي اخير مورد مطالعه وسيعي قرار گرفته است سال
]٣, ١،٢[. 

، در )يك لايه ورق(سه با نورد ورق به صورت تنها در مقاي
هاي   پيچيدگيهاي چندلايه  نورد ورقبررسي فرايند

 به علت تفاوت در تنش سيلان اولاً. بيشتري وجود دارد
ها، ممكن است تغييرات نامتقارن در فضاي بين دو  لايه

هاي  غلطك بوجود آيد كه سبب تفاوت در كاهش ضخامت
نسبت به ها پس از نورد   ضخامت لايههرلايه، تغيير نسبت

. برداشتن محصول توليد شده گردد و گاهي تابقبل ار آن 
ها با هم كه مخلوطي از  ثانيا بررسي سطح تماس لايه

باشد بسيار دشوار  اصطكاك حالت چسبنده و لغزنده مي
 در اين فرايند مقادير طول اتصال و فشار ميانگين .باشد مي

اي براي ايجاد يك محصول مناسب  هاتصال اثر تعيين كنند
 .]٥ ,٤ [نمايند و مطمئن ايفا مي

فرايند نورد ورق ها به صورت گرم و سرد از جمله 
متفاوت براي  هاي توليد ورق با ضخامت هاي روش

در اين ميان بررسي  اثر . باشد كاربردهاي گوناگون مي
 اوليه و نهايي، ضريب ضخامتپارامترهاي نورد مانند 

 شعاع غلطك ها و سرعت آنها بر روي نيرو ، ، اصطكاك
نقطه اتصال و  ، ناي خروجيو توان نورد، انحگشتاور 

از اهميت خاصي برخوردار است و  يا هيکاهش ضخامت لا
 نورد و تحت كنترل زاتيتجهما را در طراحي بهينه 
 . ]۸, ۷ ،۱،۶[رساند درآوردن فرايند ياري مي

به دليل . م گرفته استدر اين ميان تحقيقات بسياري انجا 
هاي ذكر شده بررسي كه جميع جوانب تغيير  پيچيدگي
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شكل پلاستيك ورق را در فضاي بين دو غلطك مد نظر 
ها بر  برخي بررسي. قرار دهد، تا كنون ارائه نگرديده است

هاي چند لايه تا كنون صورت  روي فرايند توليد ورق
از ميان  .اند پذيرفته است كه اكثر آنها كارهاي تجربي بوده

هاي  تحقيقات تئوري صورت گرفته در فرايند نورد ورق
تئوري حد ] ١،٢[منش و كريمي طاهري   دانش,چندلايه

هاي دو و سه لايه مورد  بالا را براي بررسي فرايند نورد ورق
استفاده قرار داده و نتايج كار خود را با نتايج آزمايشگاهي 

با استفاده ] ٧[وآنگ لين و ه .آورده مقايسه نمودند بدست
از روش اجزاي محدود در بررسي سه بعدي فرايند با در 

ها پارامترهاي  نظر گرفتن پخش دما و تغيير شكل غلطك
و  ]١٤ [سام آفونجا و سان .اند فرايند را محاسبه نموده

از روش قاچي براي بدست ] ١٩ ,١٨[فرهت نيا و سليمي 
فرايند نورد ها در خلال  آوردن پخش فشار بر روي غلطك

. اند ها استفاده نموده هاي چند لايه با اتصال اوليه ورق ورق
هاي   توانايي تحليل مناسب تنشها متاسفانه اين مدل

آوردن طول تماس را  برشي، نيروهاي اصطكاكي و بدست
اما بررسي فرايند با استفاده از تابع جريان و  .باشد دارا نمي

ضي مناسب براي اين تئوري حد بالا و ارائه يك مدل ريا
در اين مقاله ابتدا . كار كمتر مورد توجه قرار گرفته است

هاي  يك مدل رياضي براي فرايند نورد متقارن ورق
كه دو لايه قبل از نورد به ) سه لايه(دار يا چندلايه  پوشش

ها پس از  اند و با فرض اتصال كامل ورق هم نچسبيده
بالا ارائه  تئوري حدبا استفاده از تابع جريان و , فرايند

 در آناليز Hill با استفاده از تئوري . گرديده است
 و ]۱۷ [هاي تغيير شكل بر پايه قانون نرخ انرژي فرايند

 و توابع پيشنهاد شده انجام تغييراتي متناسب با نوع مسئله
، تغييرات ]١٧ ,١١ ،١٠, ٩, ۵، ٤ [توسط محققين قبلي

 هر لايه در سرعت افقي در ضخامت به صورت خطي در
توان بدست آمده بر حسب پارامترهاي . شود نظر گرفته مي

سازي،  شده بهينه هاي اصلاح شبه وابسته، توسط روش
در . دهد كمينه شده و ميدان سرعت بهينه را نتيجه مي

 آمده توسط بدستپايان نيز نتايج بدست آمده با مقادير 
 .ساير محققين مقايسه گرديده است

 

 دمدل سازي فراين
 فرضيات 

 باشد  با توجه به اينكه فرايند نورد ورق از نوع گرم مي     
 و از آنجايي كه ضخامت ورق در برابر طول و عرض آن 

بسيار كوچك است، در خلال بررسي فرايند فرضيات زير 
 :گيرد  مد نظر قرار مي

خم و تخت شدن غلطك ها قابل صرف نظر كردن است  •
 .)شوند  غلطك ها صلب فرض مي(
معيار تسليم ، معيارهاي تسليم ورق هاي همسانگرد  •

 .مي باشد) مانند فون ميسز(
  ۳پلاستيك كامل-صلب و ۲، همسانگرد۱ يكنواختدهما •

 .شود در نظر گرفته مي
تغيير شكل ورق به صورت كرنش صفحه اي بدون در  •

 .نظر گرفتن تعريض است
ضريب اصطكاك ثابت بين ورق و غلطك ها وجود دارد؛  •

با  سطح تماس غلطككتور اصطكاك براي اما فا
)(ورق 1m ها با هم  و ورق)( 2m  باشد ميمتمايز. 

ها داراي  ها از فضاي بين دو غلطك، ورق در خروج ورق •
 .باشند سرعت يكسان مي

 .گردد بررسي مي۴فرايند در حالت پايدار •
 

  تابع جريان
ناپذير و فلزات  هاي سيالات تراكم بهتبا توجه به مشا      

 مربوط توان از روابط در حالت تغيير شكل پلاستيك ، مي
يير شكل پلاستيك مواد حين غبه اين سيالات در بررسي ت

تابع جريان از جمله مفاهيمي است كه از . فرايند بهره برد
دهي فلزات  مكانيك سيالات وارد مباحث مكانيك شكل

 نه كه در مكانيك سيالات داريمهمانگو . گرديده است
دو ) ١مطابق شكل ( ، اگر در يك جريان دو بعدي ]۲۰[

 xy در يك صفحه جريان مثلاً صفحه P و Aنقطه مانند 
 را رسم كنيم ABP و ACPانتخاب كنيم و خطوط دلخواه 

و عرض جريان عمود بر صفحه كاغذ را برابر واحد در نظر 
 سيال و با توجه به اين بگيريم، با فرض ثابت بودن دانسيته

شود و  نكته كه در ناحيه بين دو خط نه سيالي خلق مي
شود، طبق معادله پيوستگي، دبي  نه سيالي نابود مي

 . برابر است ABP و ACPعبوري از خطوط 
 ، دبي عبوري از P و متحرك بودن A با فرض ثابت بودن 

هر خطي كه اين دو نقطه را به هم وصل كند، تابع 
اين تابع را كه برابر است با دبي .  است P نقطه موقعيت

 :دهيم   نشان ميФ به P و Aعبوري از بين نقاط 
( , , )x y tφ φ=                             

)۱( 
Ф تابع جريان , باشد كان ميــان و مــبعي از زمـكه تا را 
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 تـابع جريـان تنهـا تـابع مكـان           ,هاي پايا    در جريان  .گويند
(x,y)خواهد بود .  

براي بدست آوردن توزيع تنش و كرنش و انرژي فرايند 
توان  مي. توان از يك تابع جريان مناسب استفاده نمود  مي

مكان هندسي نقاط متناظر با يك مقدار ] ۲۰[نشان داد 
. چيزي غير از يك خط جريان نيست, ثابت از تابع جريان

توان به   را مي)خطوط جريان(سطوح جريان لذا معادله 
 :صورت زير بدست آورد

.Cons=φ                          
)۲( 

هاي سرعت در امتداد مسير ربردااز آنجايي كه 
.Cons=φلذا هر يك از , بايد بر آن مماس باشند 

 .دهنده مرز جريان باشد خطوط جريان ميتواند نشان
 

 
 دوبعدي ، جهت قراردادي مثبت اي از جريان ناحيه : ۱شكل 

 .براي دبي با فلش نشان داده شده است 
 

با بدست آوردن فرم كلي تابع جريان ميتوان سرعت ها را 
 :]٢٠ [محاسبه نمود

U
y
φ∂

=
∂

                                     

)۳( 

V
x
φ∂

= −
∂

                        

)۴( 
 y سرعت در جهت V و x سرعت در جهت Uن كه در آ

 .باشد مي
 

 انرژي مورد نياز فرايند
يكي از مهمترين موضوعات مورد توجه در عمليات          

دادن، تعيين بارهاي خارجي مورد نياز براي ايجاد  شكل
غالبا . شارش در فلز و تبديل آن به شكل مورد نظر است

ب شارش مومسان محاسبه دقيق بارها يا نيروهايي كه سب

هاي ناشي از آثار  شوند، به دليل عدم قطعيت فلز مي
 -اصطكاك، تغيير شكل ناهمگن و شيوه واقعي كرنش

هاي پيچيده، اگر  شدن در حين تغيير شكل سخت
هاي دقيق مستلزم  حل راه. ناممكن نباشد دشوار هست

آن است كه تعادل تنش و الگويي از لحاظ هندسي 
در سرتاسر جسم تغيير شكل يابنده خودسازگار از شارش، 

براي تعيين . و روي سطح آن، به طور همزمان برقرار باشد
هاي مختلفي، با استفاده از  بارهاي مورد نياز روش

هاي مناسب، ابداع شده است كه به كمك آنها  فرض
. توان بارهاي لازم را به طور تقريبي تعيين كرد مي

توان نيروهايي  د ميهاي ح خوشبختانه با استفاده از قضيه
را محاسبه كرد كه مقادير آنها كمتر يا بيشتر از نيروهاي 

هاي پائيني يا بالايي را  حداين محاسبات . واقعي است
 . دهد نتيجه مي

 

  تئوري حد بالا و تابع جريان
با محاسبه سرعت ها مي توان نرخ كرنش ها را بدست       
 :]۲۰[آورد

2

xx
U
x x y

φε ∂ ∂
= =
∂ ∂ ∂

&                         

)۵( 
2

yy
V
y x y

φε ∂ ∂
= = −
∂ ∂ ∂

&              

)۶( 

)(
2
1

x
V

y
U

xy ∂
∂

+
∂
∂

=ε&              

)۷( 
 نرخ كرنش &x ، yyε نرخ كرنش در جهت &xxεكه در آن 
ه همانگون.  نرخ كرنش برشي مي باشد &xyε و yدر جهت 

اي و  باشد به علت شرايط كرنش صفحه كه مشخص مي
yyxxناپذيري ماده  تراكم εε && از روابط لوي  . است=−

برابر با صفر هستند؛ بنابراين yzτ و xzτميسز داريم كه 
zσ۱۶و۱۵[  با تنش اصلي است و مقدار آن برابر است[: 

2
yx

z

σσ
σ

+
=                                              

)۸( 
نرخ كرنش معادل را نيز مي توان به صورت زير تعريف 

 :كرد

)2(
3
2 222

xyyyxxeq εεεε &&&& ++=             

)۹( 
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آل در ناحيه پلاستيك عبارت است  نرخ انرژي كرنش ايده
  :]۱۶ , ۱۵[ از

∫= v eqid dvW εσ &&                                   

)۱۰( 
 .باشد  حجم ناحيه پلاستيك ميvكه در آن 

، نرخ ] ۱۶ , ۱۵ [طبق روابط موجود در تئوري حد بالا
) г( در مرز ناپيوستگي سرعت )&W(انرژي مصرف شده

 : برابر است با)V*(براي تغييرات سرعت
∫Γ= dskVW *&                        

)۱۱( 
، توان اصطكاك مصرفي در مرز سطوح )۱۱(مطابق رابطه 

 :آيد  تماس متحرك نسبي ، به صورت زير بدست مي
∫ ∆=

f fs fsxyfr dsuW τ&           

)۱۲( 
و توان برشي مصرفي در مرز سطوح ناحيه صلب و 

 :ردد گ پلاستيك ، به صورت زير حاصل مي
∫ ∆=

s ss ssxysh dsuW τ&            

)۱۳( 
) براي عرض واحد، طول تماس( سطح تماس sكه در آنها 

ها مماس بر مرز   قدر مطلق تفاضل سرعت∆uو 
 .باشد مي

اصل  ، به صورت حJمقدار كل توان مورد نياز براي فرايند، 
مصرفي به  اصطكاك برشي و, آل مجموع توان كرنش ايده

 :گردد صورت زير حاصل مي
 shfrid WWWJ &&& ++=                       

)۱۴( 
كه تابعي از متغيرهاي ] J ] ۱۵ , ۱۶با مينيمم كردن 

هاي تابع جريان را بدست  باشد ، مي توان ثابت  ميفرايند
 فلوچارت استفاده از تابع جريان و تئوري حد بالا .آورد

 .كنيد  در ضميمه الف مشاهده ميبراي فرايند نورد را
 

 يفرمول بند
ها  شماتيكي از فرايند نورد متقارن كه در آن ورق        

) ٢شكل (اند، را در  قبل از نورد به هم متصل نشده
منطقه پلاستيك در فضاي بين دو . نمائيد مشاهده مي

هاي  گردد كه مربوط به لايه غلطك به دو بخش تقسيم مي
 . باشد  مي(ABCD) يانيم و (CDEF) خارجي

 

 
 . ورق سه لايهشماتيك فرايند نورد متقارن: ۲شكل 

 
بهترين ميدان سرعت مجاز در , ]۱۷ [طبق تئوري هيل

 ´Q=(t0 b0 U0)نورد تختال با فرض نرخ حجم ورودي ثابت 
0(و ثابت بودن حجم  0 0. . . .t b U t bU Q′= به صورت زير  )=

 :گردد تعريف مي

.
Q QU
t b t
′

= =                                    

)۱۵( 
اي و   با فرض كرنش صفحه دبي جريان و´Qكه در آن 

 b  وt و  دبي جريان در واحد عرضQ ثابت بودن عرض ،
 ضخامت و b0و   t0ضخامت و عرض قطعه در هر مقطع و 

توان تابع   و متناسب با آن مي باشد يعرض اوليه قطعه م
 :تعريف كردجرياني به فرم زير 

.mU tφ =  
بايستي , سازي بيشتر مسئله با شرايط واقعي براي شبيه

تغييرات سرعت در ضخامت و طول قطعه نيز در نظر 
براي اين كار ترم ديگري به معادله سرعت . گرفته شود
شود كه اين تغييرات را بدون افزودن هرگونه  افزوده مي

ميدان جريان ، كه فرض . نمايد لحاظ مي, دبي در جريان
گردد توزيع سرعت افقي در هر مقطع عمودي آن به  مي

يكتا بيان  استفاده از يك تابع جريان با, باشد صورت خطي
 . گردد مي

  (CDEF) كه ميدان جريان را در لايه خارجيتابع جريان 
 :گردد   ميبيانبه صورت زير كند،  تعريف مي

)])()(()[( 211211 yyyyxAyyU m −−+−=φ   
)۱۶( 
 :ه در آن ك

21

1

21

21
1 yy

Q
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U yy
m −
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=

φφ                      

)۱۷( 
1mU در ميانگين سرعت افقي در هر مفطع عمودي ورق 

،  در لايه خارجيدبي جريان 1Q، لايه خارجي
121 )( tyy در هر لايه خارجي ، ضخامت ورق −=
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بر روي غلطك   جريان تابع مشخص كننده مرز1yمقطع، 
 تابع مشخص كننده مرز جريان در سطح 2y و (EF) بالا

 .ميباشد (CD) تماس دو ورق
22

11 )( xRtRxyy f −−+==          
)۱۸( 

2 2 2
2 2 22

1

( ) i f
f

t t
y y x x t

L
−

= = +                   

)۱۹( 
 :و گردد  برابر مقدار ثابت مي2yφ و1yφكه به واسطه آنها 

1
2

11 )( bxaxA +=                      

)۲۰( 
با فرض تابع درجه دو , دهنده تغييرات سرعت افقي نشان
كه در نورد متقارن به علت عدم وجود باشد   ميبودن،

ته وابس انحناي خروجي و براي كاهش پارامترهاي شبه
01توان  مي =bدر نظر گرقت . 

 R ضخامت نهايي ورق ، ftدر معادلات بالا همچنين 
 كه با مينيمم باشند مي شبه متغيري 1aشعاع غلطك و 

 .گردند  ، حاصل ميJكردن تابع توان مصرفي كل، 
كيبي از دو الگوي جريان تر تابع جريان به عبارت ديگر،

باشد كه اولي يك جريان يكنواخت در هر مقطع  مي
11 عمودي 1 2( )mU y yφ = تغيير  و دومي يك جريان −

يابنده خطي با نرخ جريان عبوري صفر از هر مقطع 
12 عمودي 1 1 1 2[ ( )( )( )]mU A x y y y yφ = −   . است−
هاي افقي و عمودي مي توانند به طور مستقيم از  سرعت
 :ري از تابع جريان به صورت زير بدست آيند گي مشتق

1
1 1 1 1 2[1 ( )(2 ( ))]mU U A x y y y

y
φ∂

= = + − +
∂

  

)۲۱( 
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)۲۲( 
 :كه در آنها 

xaxA 11 2)( =′                         

)۲۳( 

221
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( ) 2 i ft t
y y x x
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)۲۵( 
211 yyt −=                          

)۲۶( 
تابع جريان كه ميدان جريان را در لايه خارجي . باشد مي

كند، به  قبل از ورود ورق به فضاي دو غلطك بيان مي
 :گردد  صورت زير تعريف مي

)( 213 ii tyU −=φ                                        
)۲۷( 

با توجه به پيوستگي خطوط جريان در مرز جداكننده 
ناحيه صلب و پلاستيك در ورودي ورق به فضاي بين دو 

 : داريم در لايه خارجي غلطك
31 φφ =  

توان تابع مشخص كننده مرز ناحيه صلب و  لذا مي
يه در لاپلاستيك در ورودي ورق به فضاي بين دو غلطك 

 :را به صورت زير مشخص كرد) CF(خارجي 

i

iiii

A
CABB

xyy
1

11
2
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33 2

4
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)۲۸( 
)(11 xAA i =  
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yyyyxAB
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t
tyyyxAC
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iiكه در آن  tt 12   به ترتيب بيان كننده ضخامت اوليه ورق,
يه مياني  ورق در لا اوليهلايه خارجي و نصف ضخامت

 پيوستگي مولفه سرعت عمود بر مرز ناحيه صلب .باشد مي
و پلاستيك در ورودي ورق به فضاي بين دو غلطك در 

 :توان با معادله زير چك نمود  را مي)3y(لايه خارجي 
θθθ sincossin 111 iUVU =−                      

)۲۹( 
ريان در هر مقطع از كه در آن به علت ثابت بودن دبي ج

 :ورق، داريم 
1111111 QtUtUtU ffii ===           

)۳۰( 
ifكه در آن  UU 11 به ترتيب سرعت در ورودي و  ,

 :و باشد  خروجي لايه خارجي مي
)(tan 3

1 xy′= −θ                              
)۳۱( 
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داكننده مرز جتوان  خروج ورق از فضاي بين غلطك ميدر 
 به صورت را (DE) لايه خارجي ناحيه صلب و پلاستيك در

 .خط مستقيم گذرنده از مركز دو غلطك در نظر گرفت
 در لايه ها توان نرخ كرنش با داشتن توزيع سرعت ها مي

 .بدست آورد) ۷(و ) ۶(، ) ۵( را از روابط خارجي
 :گردد  ملاحظه ميها، با محاسبه نرخ کرنش

011 =+ yyxx εε &&                                    

)۳۲( 
11 yyxx εε && −=                                    

)۳۳( 
و اين به علت آن است كه تابع جريان به صورت اتوماتيك 

به همين دليل و . نمايد ناپذيري را ارضاء مي شرايط تراكم
بع همچنين به دليل اينكه ميدان سرعت حاصل از تا

كند لذا توابع  رايط مرزي سرعت را ارضاء ميشجريان 
گردند يك  توزيع سرعتي كه از تابع جريان حاصل مي

به سادگي با جايگزيني  .باشد ميدان سرعت سازگار مي
  تابع، y = 0 و 2yبا به ترتيب  2y و 1yتوابع مرزي 

 (ABCD) كه ميدان جريان را در لايه ميانيجريان 
 :گردد  كند، به صورت زير تعريف مي يمشخص م

)]()([ 2222 yyyxAyU m −+=φ                     

)۳۴( 
 :كه در آن 

2

2

2

02
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U yy
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φφ                                  

)۳۵( 

2mU در طع عمودي ورققميانگين سرعت افقي در هر م 
22، ميانيدبي جريان در لايه  2Q، ميانيلايه  ty = ، 

 : و در هر مقطعميانيضخامت ورق لايه نصف 
2

2
22 )( bxaxA +=                       

)۳۶( 
كه همانند باشد  دهنده تغييرات سرعت افقي مي نشان

، در نورد متقارن به علت عدم وجود شرايط لايه خارجي
وابسته  انحناي خروجي و براي كاهش پارامترهاي شبه

02توان  مي =bدر معادلات بالا همچنين  .ت در نظر گرف
2aباشد كه با مينيمم كردن تابع توان   شبه متغيري مي

 .گردد  ، حاصل ميJمصرفي كل، 
 هاي افقي و عمودي  سرعتيه خارجي، همانند لا

گيري از تابع جريان  مي توانند به طور مستقيم از مشتق
 :به صورت زير بدست آيند 

2
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 :كه در آنها 
xaxA 22 2)( =′                         

)۳۹( 
22 yt =                          

)۴۰( 
 قبل از ورود ميانيتابع جريان كه ميدان جريان را در لايه 

كند، به صورت زير  ورق به فضاي دو غلطك بيان مي
 :گردد  تعريف مي

yU i24 =φ                                                    

)۴۱( 
ا توجه به پيوستگي خطوط جريان در مرز جداكننده ب

ناحيه صلب و پلاستيك در ورودي ورق به فضاي بين دو 
 : داريمميانيغلطك در لايه 

42 φφ =  
توان تابع مشخص كننده مرز ناحيه صلب و  لذا مي

پلاستيك در ورودي ورق به فضاي بين دو غلطك در لايه 
 :ت زير مشخص كردرا به صور) BC(ي نميا
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 :به علت ثابت بودن دبي جريان در هر مقطع از ورق، داريم

2222222 QtUtUtU ffii ===                      

)۴۳( 
ifكه در آن  UU 22  به ترتيب سرعت در ورودي و ,

لايه مطابق رفتار ورق در  .باشد مياني ميخروجي لايه 
مرز توان  خروج ورق از فضاي بين غلطك ميدر ، خارجي

 را (AD) يانيملايه  جداكننده ناحيه صلب و پلاستيك در
به صورت خط مستقيم گذرنده از مركز دو غلطك در نظر 

 ها توان نرخ كرنش با داشتن توزيع سرعت ها مي .گرفت
 .بدست آورد) ۷(و ) ۶(، ) ۵( را از روابط در لايه مياني
 :گردد  ملاحظه ميمانند لايه خارجيهمانگونه كه 

022 =+ yyxx εε &&                        

)۴۴( 
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22 yyxx εε && −=                          

)۴۵( 
و اين به علت آن است كه تابع جريان به صورت اتوماتيك 

به همين دليل و . نمايد ناپذيري را ارضاء مي شرايط تراكم
همچنين به دليل اينكه ميدان سرعت حاصل از تابع 

كند لذا توابع  رايط مرزي سرعت را ارضاء ميشجريان 
گردند يك  توزيع سرعتي كه از تابع جريان حاصل مي

 .باشد ميدان سرعت سازگار مي
 كه در بالا ذكر گرديد، اتصال ٦بر اساس فرض شماره 

دو غلطك، كه به معناي ها در خروج از فضاي بين  ورق
گردد و  باشد، كامل مي  ميها   ورقداشتن سرعت برابر

)(هاي جريان در لايه خارجي رابطه بين دبي 1Q و لايه 
)(مياني 2Qشود  به صورت زير مي: 
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)۴۶( 
ر شكل در ناحيه پلاستيك از رابطه نرخ انرژي كرنش تغيي

 تنش معادل سيلان σگردد كه در آن  حاصل مي) ١٠(
 پلاستيك صلبباشد و با توجه به اينكه ماده  ماده مي

فرض ثابت  σمقداردر نظر گرفته شده است كامل 
 .شود مي

ها و  كتوان اصطكاك مصرفي در مرز بين سطح غلط
در فضاي بين دو و بين دو ورق ناحيه پلاستيك ماده 

 در صورتي كه گردد و حاصل مي) ۱۲(غلطك از رابطه 
 :  داريمتر مي باشد، فرض كنيم لايه خارجي نرم

111 kmxy =τ 122 و  kmxy =τ                      
)۴۷( 

ها   ترتيب براي سطوح تماس ورق به2m و 1mكه در آن 
 با توجه به معيار هستند وها باهم  ها و ورق با غلطك

  :تسليم فون ميسز داريم

3
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1
σ

=k                                               

)۴۸( 
 مصرفي در مرز بين دو ورق در يدر محاسبه توان اصطكاك

ين دو غلطك از روش سعي و خطا استفاده فضاي ب
گيري   ابتدا تمام طول مرز را براي انتگراليعنيگردد؛  مي

گيريم و با محاسبه طول تماس، مقدار را به آن  در نظر مي
توان برشي مصرفي در مرز سطوح ناحيه  .دهيم كاهش مي

),(صلب و پلاستيك  34 yy  حاصل ) ۱۳(از رابطه
 .گردد مي

مقدار كل توان مورد نياز ) ١٤(حال با استفاده از رابطه 
توان ارائه شده . كنيم مي ، را محاسبه Jبراي فرايند ، 
تابعي از متغيرهاي مستقل فرايند ) ۱۴(توسط معادله 

)212121 ,,,,,,,, mmtttR fiiσσω  ( و متغيرهاي شبه
1(وابسته  2 1 1 2, , , , fa a L Q t (و با استفاده از باشد  مي

 مقدار بهينه توان مي] ۱۳ و ۱۲[عددي سيمپلكس  روش
 محاسبه نمود و با استفاده از آن پارامترهاي شبه وابسته را

 .  را بدست آوردفرايندمقدار مينيمم انرژي مورد نياز براي 
 

 نيروي نورد
 در صورت وجود نيروي نورد تئوري براي عرض واحد       

حاسبه از رابطه زير منيروي كشش ورق از عقب ، 
 :]۱۰ ۹, ۴ [گردد مي
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 Back) نيروي كشش اعمالي به ورق از عقب bTكه در آن 

Tension Force)،  Fو نيروي نورد در عرض واحد  ω 
  .باشد يم ها اي غلطك سرعت زاويه

وجود نيروي كششي اعمالي به ورق از در صورت عدم 
از رابطه زير محاسبه براي عرض واحد نيروي نورد  ،عقب
 :]۹ و ۲, ۱ [گردد مي

ω.L
JF =                                               

)۵۰( 
 :ها   طول تماس ورق با غلطكLكه در آن 
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)۵۱( 
 :گردد  درصد كاهش ضخامت به صورت زير تعريف ميrو 
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 اي كاهش ضخامت لايه
كه , يانيمهاي خارجي و  كاهش ضخامت در لايه        

به , نمايند تاثير بسزايي در ايجاد يك اتصال مناسب ايفا مي
 :گردد اسبه ميحصورت زير م
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  اتصالفشار ميانگين
 به صورت زير بين دو ورقفشار ميانگين اعمالي       

  :]۴ [گردد اسبه ميمح

1L
FPm =                                                 

)۵۵( 
در سطح تماس بين  ۵ اتصال فشار ميانگينmPكه در آن 

مختصات افقي شروع ناحيه پلاستيك در 1L ودو ورق
 .باشد  مي)۲شکل  (محور افقي در مرز بين دو ورق

 

 نقطه اتصال
ها   ، سرعت ورق(l)با توجه به اينكه در نقطه اتصال         

گردد، لذا براي محاسبه نقطه اتصال بر روي  با هم برابر مي
ها را  ها بايستي مكان برابر شدن سرعت سطحي ورق ورق

)(در منحني تماس آنها  2yاي توان بر مي.  بدست آوريم
ر هم قرار داد كه در  كار مولفه هاي افقي سرعت را براباين

هاي عمودي نيز در اين  نتيجه پيوستگي سطحي، مولفه 
  :حال با هم برابر خواهند گرديد

1@ 2 1 1 2 1[1 ( )( )]y mU U A x y y= + −  
2@ 2 2 2 2[1 ( ) ]y mU U A x y= +  

 :ها داريم  حال با توجه به برابر بودن سرعت
1 1 2 1 2 2 2[1 ( )] [1 * ]m mU A y y U A y+ − = +         

)۵۶( 
 بر (l)توان طول نقطه اتصال  ، ميxبا حل معادله بالا براي 

 .   را بدست آوردروي منحني تماس دو غلطك
 

 يج و بحث و بررسينتا
هاي سه لايه متقارن  در اين بررسي فرايند نورد ورق       

، كاهش توان نوردمورد تحليل قرار گرفته و تغييرات نيرو،
بر اساس ...  و اتصالنقطه ها،  ضخامت هركدام از لايه

ها،  تغييرات كاهش ضخامت كلي، شعاع و سرعت غلطك
هاي گوناگون  در مدل حاضر و مدل... شرايط اصطكاكي و 

ايسه قرار ققبلي و نتايج آزمايشگاهي مورد بررسي و م
 . گرفته است

 

 توان نورد
 مقادير بدست آمده از مدل حاضر تطابق خوبي را با        

و مقادير ) كمتر% ۴مقاديري در حدود (مدل قبلي 
نشان شده در بررسي ساير محققين  آزمايشگاهي مشاهده

 .)۳شكل (دهد مي

 
مقايسه مدل (ها  اثرات تغييرات تنش تسليم لايه: ۳شكل 

 .)وانگحاضر با مدل 
 

تغييرات توان نورد بر اساس  )۵( و )۴( هاي در شكل 
ها مورد  ههاي تسليم لاي كاهش ضخامت و تغييرات تنش

 .بررسي قرار گرفته است
 

 
اثرات تغييرات ضريب اصطكاك بين لايه خارجي و  : ۴شكل 

 .ها بر روي توان نورد غلطك
 

گردد توان نورد با افزايش  نگونه كه مشاهده مي هما       
ها و يا با افزايش كاهش ضخامت،  مقاومت هر يك از لايه

اصطكاك بين ها ضريب  در اين بررسي. يابد افزايش مي
 كه اصولاً در (m2=1)شود  ها يك در نظر گرفته مي لايه

ضريب اصطكاك بين لايه . افتد شرايط عملي اتفاق مي
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ها و   با توجه به صافي سطح ورق(m1)ها  خارجي و غلطك
اصولاً بين , ها و همچنين روانكارهاي موررد استفاده غلطك

ت تغيير  اثرا.]۱۵ , ۱۱, ۲, ۱ [كند  تغيير مي۱ تا ۷/۰
  توان در شكل ضريب اصطكاك بر روي توان فرايند را مي

مشاهدات مبين افزايش توان فرايند در .  مشاهده نمود)۴(
صورت افزايش ضريب اصطكاك بين لايه خارجي و 

 . باشند مي, در كاهش ضخامت معلوم, ها غلطك

 
 .ها بر روي توان نورد اثرات تغييرات تنش تسليم لايه : ۵شكل 
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اثرات تغييرات ضريب اصطكاك بين لايه خارجي و : ۶ل شك

 .ها بر روي نيروي نورد غلطك

 
بر روي نيروي ها  تنش تسليم لايهاثرات تغييرات :  ۷شكل 

 .نورد

 نيروي نورد
توان   مي۵۲ و ۵۱, ۵۰با در نظر گرفتن معادلات          

 .نيروي نورد را از توان مورد نياز براي فرايند محاسبه نمود
شده از  رفتار مشاهده, همانگونه كه از معادلات پيداست

نيروي نورد در قبال پارامترهاي فرايند بسيار شبيه رفتار 
 تغييرات نيروي نورد بر )۶(در شكل . باشد توان نورد مي

به . اساس كاهش ضخامت كلي ورق بررسي شده است
گردد كه با كاهش بيشتر ضخامت،  وضوح مشاهده مي

همانگونه كه در . يابد رد نيز افزايش مينيروي كلي نو
گردد با افزايش ضريب اصطكاك بين  نمودار مشاهده مي

. يابد ها نيروي نورد افزايش مي لايه خارجي و غلطك
گردد كه با   مشاهده مي)۷(همچنين با بررسي نمودار 

ها، نيروي بيشتري براي  افزايش مقاومت هر كدام از لايه
رق به منظور انجام فرايند نورد تغيير شكل پلاستيك در و

 .مورد نياز است, در يك كاهش ضخامت ثابت
 

 فشار ميانگين
رود كه فشار ايجاد شده در سطح تماس  انتظار مي        

گذار باشد و با  ها تاثير با هم بر روي پيوند لايه ها لايه
 اثرات تغييرات .افزايش آن پيوند مستحكمتري ايجاد گردد

 )۸( كاهش ضخامت كلي در شكل ها و شعاع غلطك
همانگونه كه ديده مي شود، با افزايش . گردد مشاهده مي
ها يا با افزايش در كاهش ضخامت كلي، فشار  شعاع غلطك

 .يابد ها افزايش مي ميانگين بين لايه
 

 
ها بر روي فشار ميانگين  اثرات تغييرات شعاع غلطك : ۸شكل 

 .ها تماس لايه
 

 كاهش ضخامت هر لايه
مقادير بدست آمده از , ها در بررسي كاهش ضخامت      

 دهد  مدل حاضر تطابق خوبي را با مدل قبلي نشان مي
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 ).۹شكل (
گردد كاهش   مشاهده مي)۹(كه در شكل همانگونه 

لي ثابت با هم ها در يك كاهش ضخامت ك ضخامت لايه
تفاوت مقاومت  پديده به خاطر اثر اين. باشد متفاوت مي

در نتيجه در يك كاهش . باشد ا يكديگر ميها ب لايه
لايه (تر  ضخامت كلي ثابت، كاهش ضخامت لايه نرم

 .باشد  مييانيمبيشتر از لايه ) خارجي

 
اثرات كاهش ضخامت كلي بر كاهش ضخامت هر لايه : ۹شكل 

 .)وانگمقايسه مدل حاضر با مدل (
 

ها بر روي   اثرات كاهش ضخامت كلي و مقاومت لايه
 ۱۰توان در شكل  ها را مي امت هر كدام از لايهكاهش ضخ

توان ديد كه با افزايش در  به وضوح مي. مشاهده نمود
ها  كاهش ضخامت هر كدام از لايه, كاهش ضخامت كلي

لايه (تر  يابد كه در اين ميان سهم لايه نرم افزايش مي
بيشتر خواهد , متناسب با نسبت مقاومت دو لايه, )خارجي

 . بود

 
كاهش ضخامت هر لايه با توجه به كاهش :  ۱۰شكل 

 .هاي كلي ضخامت

 نقطه اتصال
تر  توان گفت تركيب لايه خارجي نرم ه طور كلي ميب       

تواند به  مي) فلز اصلي(تر  با لايه مياني مقاوم) پوشش(
.  غير صفري را ايجاد كندطول اتصالراحتي نورد شده و 

 به  ورقال دو لايهاي است كه در آن اتص طول اتصال فاصله
ها در  هم تكميل شده و هيچگونه سرعت نسبي بين لايه

رود كه با افزايش طول  انتظار مي. اين فاصله وجود ندارد
. ها ايجاد گردد تري بين ورق ها، اتصال مناسب اتصال ورق

ها را با توجه به تغييرات كلي  اثرات تغييرات ضخامت لايه
 )۱۱(ا در شكل ه  لايهطول اتصالضخامت، بر روي 

طول اتصال ابتدا با افزايش كاهش . كنيد مشاهده مي
يشينه رسيده و يابد، به يك مقدار ب ضخامت، افزايش مي

لذا در محاسبات . ماند سپس تقريباً بدون تغيير باقي مي
لايه بايد اين مقدار بيشينه مورد توجه د هاي چن نورد ورق

 .خاص قرار گيرد
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  . ضخامت هر لايهتصال بر اساس طول اتغييرات : ۱۱شكل 

 
 گيري بحث و نتيجه

هاي  يك مدل رياضي براي فرايند نورد ورق       
لايه با استفاده از تابع جريان كه به صورت  دار سه پوشش

ناپذيري و سرعت در مرزها را ارضاء  خودكار شرايط تراكم
بالا براي بررسي تغييرات پلاستيك  نمايد و تئوري حد مي

ر پارامترهاي نورد بر  فضاي بين دو غلطك و تاثيماده در
ميدان . ارائه گرديد...  و اتصالو توان نورد ، نقطه روي نيرو 

هاي ارائه شده  آمده در اين بررسي با ميدان سرعت بدست
فرمولاسيون و مفاهيم مورد استفاده . قبلي مقايسه گرديد

  ابلتر و ق ساده, هاي گذشته در اين تئوري نسبت به تئوري
 :نتايج زير حاصل گرديد. باشد تر مي فهم
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هاي چندلايه، كاهش ضخامت هركدام از  در نورد ورق •
باشد كه اين امر به علت  ها با لايه ديگر متفاوت مي لايه

در . باشد ها مي تفاوت در تنش تسليم هركدام از لايه
تر كاهش ضخامت بيشتري نسبت به  نتيجه لايه نرم

وه بر اين با افزايش كاهش علا. تر دارد لايه سخت
ها نيز بيشتر  هاي لايه ضخامت، تفاوت كاهش ضخامت

سازد  استفاده از اين مدل رياضي ما را قادر مي. گردد مي
محصول ها را در  كه ضخامت نهايي هركدام از لايه

 . نهايي مشخص كنيم
با افزايش در يك ضخامت اوليه و كاهش ضخامت ثابت،  •

فزايش تنش تسليم آن، نيروي تريا ا ضخامت لايه سخت
 .يابد نورد افزايش مي

هاي  با افزايش كاهش ضخامت، تفاوت كاهش ضخامت •
 . گردد ها نيز بيشتر مي لايه

گيري كرد كه مدل رياضي ارائه  توان اينگونه نتيجه مي
قابل قبول و مناسب مي باشد و قادر است اطلاعات ، شده

هاي  يد ورق نورد و تولزاتيتجهطراحي مفيدي راجع به 
 .چندلايه در اختيار ما قرار دهد
 

 فهرست علائم
b : عرض ورق 
F : نيروي تئوري نورد براي عرض واحد 
J : كل توان مورد نياز براي فرايند 
l : طول اتصال 

L : ها طول تماس ورق با غلطك 
1L :  مختصات افقي شروع ناحيه پلاستيك در محور افقي

 ين دو ورقدر مرز ب

2L :  مختصات افقي شروع ناحيه پلاستيك بر روي محور
 افقي 

nL : طول نقطه خنثي بر روي غلطك ها 

12 ,mm : ها با  فاكتور اصطكاك براي سطوح تماس ورق
 ها باهم ها و ورق غلطك

mP : اتصال ۶ر ميانگينفشا 
Q : در واحد عرضدبي جريان  

r : درصد كاهش ضخامت 
R : شعاع غلطك 
s :  براي عرض واحد ، طول تماس ( سطح تماس ( 
t : ضخامت ورق در هر مقطع  

U :  سرعت در جهتx  
mU : ميانگين سرعت افقي در هر مفطع عمودي ورق 
v : حجم ناحيه پلاستيك 
V :  سرعت در جهتy  
idW& : آل در ناحيه پلاستيك نرخ انرژي كرنش ايده 
frW& :  توان اصطكاك مصرفي 

shW& :  توان برشي مصرفي 
12 , yy :  تابع مشخص كننده مرز غلطك با ورق و سطح
 ماس دو ورقت

u∆ : ها مماس بر مرز تفاضل سرعت 
Ф :  تابع جريان 
xxε&  :  نرخ كرنش در جهتx  
yyε& :  نرخ كرنش در جهتy  
xyε& :  نرخ كرنش برشي در صفحهxy 
eqε& :  معادلنرخ كرنش 
xzτ و yzτ :  تنش برشي در صفحاتxz و yz  

 

 ها زيرنويس
 لايه خارجي : ۱
 لايه مياني : ۲
i :  ورود(قبل از نورد( 
f :  خروج(پس از نورد( 
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 ب استفاده در متني به ترتيسي انگليواژه ها

 
1 - Homogeneous    2 - Isotropic   3 - Rigid-Perfectly Plastic 

4 - Steady State    5 - Mean Contact Pressure  6 - Mean Pressure 
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 بيمقايسه با نتايج تجر

 :محاسبه 
 توان نورد -
 نيروي نورد -
 فشار ميانگين -
 اهتغيير ضخامت ورق -

مقدار كل توان مورد نياز براي فرايند مينيمم كردن 
 با استفاده از روش عددي سيمپلكسس

 ) مصرفيتوان(اوردن نرخ انرژي مصرفي فرايند  بدست
 با استفاده از تئوري حد بالا

  با استفاده از تابع جريانها محاسبه نرخ كرنش

  با استفاده از تابع جريان سرعتمحاسبه ميدان

يك تابع جريان با در نظر انتخاب 
گرفتن شرايط مرزي و نوع مسئله

 هاي توابعشرايط مرزي براي محاسبه ثابت


