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 فضا ميان مقايسه نتايج حل ترموالاستيک نيم
 G-Lو  L-Sتئوريهاي کلاسيک، 

 
 ۲عليرضا عسکريو ۱*محمد شرعيات

 نصيرالدين طوسي دانشگاه صنعتي خواجه-استاديار دانشکده مهندسي مکانيک ۱
 نصيرالدين طوسي دانشگاه صنعتي خواجه- ارشد مهندسي مکانيک يکارشناسدانش آموخته ۲

 )۷/۷/۸۶ ، تاريخ تصويب ۲۸/۴/۸۶، تاريخ دريافت روايت اصلاح شده  ۴/۴/۸۴افت تاريخ دري(

 چكيده
نتايج تحليل مسأله . شود براي حل مسأله ترموالاستيسيته دوبعدي بکار گرفته ميTransfinite Elementsدر مقاله کنوني، روش          

 Lord-Shulman يا تئوريهاي Relaxation Timeستيسيته با يک  و دو فضاي دو بعدي براي تئوري کلاسيک کوپل و تئوري ترموالانيم
)L-S ( وGreen-Lindsay (G-L) لاس به حوزه فرکانسي منتقل شده و با اعمال روش پمعادلات حوزه زمان با تبديل لا. شوندمقايسه مي

 ه کمک تبديل معکوس، نتايج به حوزه زمان منتقل ب. گردنداجزاء محدود روي آنها مقادير گرهي در حوزه تبديل يافته لاپلاس حاصل مي
آمده از نتايج بدست. گيرنددر انتها ضمن مقايسه نتايج سه تئوري کلاسيک و هايپربوليک، اين نتايج مورد بحث و بررسي قرار مي. شوندمي

 تنشهاي فشاري G-L و L-Sئوريهاي شود که تئوري کلاسيک، تنشهاي کششي بزرگتري را براي نقاط قبل از پيشاني موج و ت مشاهده مي
ک، دماي بزرگتري در نتايج تئوريهاي مدرن ي موج ترموالاستيشانين، در مکان پيهمچن. کندبيني ميبزرگتري را براي نقاط بعد از آن پيش

 .گرددينسبت به تئوري کلاسيک مشاهده م
 

  Transfinite Element- Relaxation Time - تنشهاي حرارتي-ترموالاستيسيته :هاي کليديواژه
 

 مقدمه
ترکيبي از تئوريهاي هدايت ه  ترموالاستيسيتتئوري         

اين تئوري تأثير گرما روي . باشدحرارت و الاستيسيته مي
تغيير شکل جسم الاستيک و همچنين تأثير متقابل تغيير 

. دهدشکل روي حالت دمايي جسم را مورد توجه قرار مي
ه کلاسيک بر پايه تئوري کلاسيک تئوري ترموالاستيسيت

بودن نوع  بدليل سهمي. هدايت حرارت بنا نهاده شده است
معادله انتقال حرارت اين تئوري، سرعت انتشار سيگنال 

شود؛ به عبارت ديگر طبق  بيني ميحرارتي، نامحدود پيش
اين تئوري، اگر جسم هادي تحت اعمال يک تحريک 

 اين تحريک بطور آني در گرمايي ناگهاني قرار گيرد، اثرات
اين . فواصل بسيار دور از منبع حرارت احساس خواهد شد

در . شودبيني از ديد فيزيکي غير واقعي انگاشته ميپيش
کلاسيک قرن گذشته تئوريهاي غيرطول نيم

اند که معادله انتقال حرارت ترموالاستيسيته شکل گرفته
ر خلاف تئوري اين تئوريها ب. باشدمي نها از نوع هذلوليآ

-کلاسيک، سيگنال گرمايي را بصورت موج در نظر مي
 .کنندبيني ميگيرند و سرعت محدود براي آن پيش

 به تئوريهاخواننده جهت اطلاعات بيشتر در زمينه معرفي 
 .مي شود  ارجاع داده]۱-۴[مراجع 

    بدليل اهميت بررسي مسائل ترموالاستيسيته در علوم و 
در . راواني متوجه آنها شده استژوهشهاي فپمهندسي 

توان به حل مسائل زمينه حل مسائل ترموالاستيسيته، مي
Danilovskayaگانه مسائل سه.  اشاره کردDanilovskaya 

باشند، که روي مرز  فضايي ترموالاستيک مي شامل نيم
. ]۵-۶[گيرند آزاد خود تحت اعمال شوک حرارتي قرار مي

تيب افزايش دما با تابع پله شوک حرارتي به صورت، به تر
واحد، انتقال حرارت از طريق جابجايي و افزايش دما با 

اين مسائل به . شودسرعت ثابت تا مقداري معين اعمال مي
از جملة حلهاي صورت . گردندبعدي تحليل ميصورت يک

توان به  ميDanilovskayaبعدي  گرفته روي مسائل يک
، حل المان ]Chakravorty ]۷ و Sternbergحل تحليلي 

 Dargush و Chan و همچنين ]۸[اسلامي  و حسينيمرزي 
 و ]۱۰[ El-Maghraby و Yossef، حل فضاي حالت ]۹[

 . اشاره کرد]۱۱[ و همکارانش Ezzatهمچنين 
    در ارتباط با حل مسائل دوبعدي، حسيني و همکارانش 

 را به کمک کوپلبعدي ترموالاستيسيته  مسأله دو]۱۲[
آنها يک لايه که بصورت . المان مرزي تحليل کردندروش 

فضا متصل شده را تحت حرارت ناشي از صلب به يک نيم
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چند پالس متوالي ليزر بررسي و نتايج مربوط به دو ليزر با 
 و Sherief. زمان پالس متفاوت را مقايسه کردند

Megahed ]۱۳[را  کوپلبعدي ترموالاستيسيته مسأله دو 
تحليل  relaxation timeالاستيسيته با دو با تئوري ترمو

فضا که روي سطح آزاد خود منبع آنها نيز يک نيم. کردند
تعدادي از حلهاي صورت . حرارتي داشت را در نظر گرفتند

گرفته براي مسائل ترموالاستيسيته دوبعدي در مراجع 
 .شوند يافت مي] ۲۰-۱۴[

 صورت     تا قبل از دهه نود قرن گذشته، حلهاي عددي
 کوتاه براي مسائل -گرفته جهت حصول حل زمان

بندي زمان مورد بررسي به ترموالاستيسيته با تقسيم
بندي  علاوه بر مش)time marching(المانهاي کوچک 

بدليل بالا بودن . گرفتفضايي حوزه مسأله صورت مي
سرعت انتشار گرما در محيط ترموالاستيک، استفاده از 

 - عددي ديناميکي براي حلهاي زمانهايگونه تکنيکاين
-کوتاه در حوزه ترموالاستيسيته کاري دشوار و بسيار زمان

 ۱۹۸۷ در سال ]Railkar ]۲۱ و Tamma. باشد بر مي
 TransFinite Elements Methodرهيافت ترکيبي جديد 

که به ) روش اجزاء محدود مبتني بر روشهاي تبديل(
ه کردند و آن را براي شود را ارائ ناميده ميTFEMاختصار 

با معرفي . ]۲۲-۲۴[چند مسأله ترموالاستيسيته بکار بردند 
روش ترکيبي جديد، ديگر جايي براي روشهاي عددي 
ديناميکي در حوزه مسائل ترموالاستيسيته، در ارتباط با 

در مقاله حاضر با نظر به .  کوتاه، وجود ندارد-حلهاي زمان
 به اين نکته که در  و همينطور با توجهTFEMدقت خوب 

بسياري از مسائل، يافتن حل پايه براي استفاده در شيوه 
باشد، از روش پذير نمي المان مرزي، دشوار بوده يا امکان

TFEMدر روش .  استفاده شده استTransfinite 

elements از معادلات ديفرانسيل اصلي در حوزه زمان 
) فرکانسي(س تبديل لاپلاس گرفته و آنها را به حوزه لاپلا

سپس با اعمال روش اجزاء محدود . کنيممنتقل مي
. آيندلاس بدست ميپمعمولي مقادير گرهي در حوزه لا

لاس مقادير گرهي فيزيکي در پنهايتاً با تبديل معکوس لا
لاس پحسن اعمال تبديل لا. شوندحوزه زمان حاصل مي

 محدوديت ،اين است که با انتقال معادلات از حوزه زمان
 از آنجا که .گرددتفاده از روش اجزاء محدود مرتفع مياس

انتشار چگونگی  براي مشاهده  محدودءاجزادر روش عادي 
موج ترموالاستيک، عموماً نياز به انتخاب فواصل زماني 

پيش از بازتاب و ) ۱۰ -۱۳براي مثال، از مرتبه (بسيار کوتاه 

باشد، خطاي گرد شدن اعداد بسيار تداخل امواج مي
 براي تحليل  محدودءاجزالذا روش عادي . شمگير استچ

در روش . گرددمسائل ترموالاستيسيته کوپل پيشنهاد نمي
 .کنوني، اين محدوديت وجود ندارد

    در اين مقاله نتايج حاصل از حل مسأله دو بعدي 
هاي  بين تئوريTFEMترموالاستيسيته به کمک 

يک و دو کلاسيک کوپل و تئوري ترموالاستيسيته با 
relaxation timeمقايسه خواهد شد . 

 
  مسألهروابط حاکم بر

    يک جسم جامد الاستيک و همگن آيزوتروپيک را 
حوزه . کند را اشغال ميx≤0گيريم که فضاي درنظر مي

ضمناً  .شود تعريف مي)۱(مسأله مورد بررسي مطابق شکل 
. در حال سکون باشدشود، موقعيت اوليه جسم فرض مي

سطح آزاد جسم بدون تنش و تحت اثر منبع حرارتي با 
بردار جابجايي به صورت زير تعريف .باشدمي r(y,t)شدت 

 .شودمي
( )0,, vu=u           

)۱( 

 
 

 .فضاي مسأله دوبعدي   مدل نيم:۱شکل 
 
 

ستيسيته با يک يافته ترموالا    معادلات تئوري تعميم
relaxation time به فرم برداري و براي ميدان دوبعدي 

 . ]۱۰[ شوندبدين صورت بيان مي

( ) Tgradegrad
t

γµµλρ −∇++=
∂
∂ uu 2

2

2
  

)۲( 












∂

∂
+

∂
∂

+










∂

∂
+

∂
∂

=∇
2

2

02

2
2

t
e

t
eT

t
T

t
TcTk E τγτρ   

)۳( 



 
 ٤٤٥                                                                                                                 .....                                     مقايسه نتايج حل 

 
 

روابط ياد شده براي تئوري ترموالاستيسيته با دو 
relaxation time۱۰[شوند به صورت زير آشکار مي[: 
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λ و µ ،ثوابت لامه ρ ،دانسيته t ،متغير زمان T دماي 

 ثابت مادي است که با رابطه γمطلق و 
( ) tαµλγ 23  ضريب انبساط tα. شودتعريف مي =+

 0T ضريب هدايت حرارتي، k.باشدحرارتي خطي ماده مي
و τ ثابت و- گرماي ويژه در حالت کرنشEcدماي مرجع، 

υ دو relaxation time تئوري G-Lباشند مي. 
هاي تنش جسم در شرايط حاضر و از     براي مولفه

 :]۱۰[  داريمL-Sتئوري 
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رط مرزي خاص اين مسأله که به صورت شوک حرارتي ش

 شود نيز به فرم زير ظاهر روي مرز آزاد آن اعمال مي
 .شودمي
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 .شوندبعد مسأله، به گونه زير تعريف ميمتغيرهاي بي
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( )kcEρη ) و = )ρµλ 21 +=c 1 بوده وc سرعت 
 .باشد  ثابت مي-انتشار موج الاستيک در حالت دما

    معادلات بدون بعد حرکت و انتقال حرارت در حوزه 
   به صورت زير در،)۱۲( و )۳ (،)۲(، از روابط لاپلاس

 .پوشي شده استاز نماد پرايم براي سادگي چشم. آيندمي
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و . باشديل لاپلاس آنها ميانگر تبديات، بي کميخط بالا

، از همچنين براي شرايط مرزي بدون بعد در حوزه لاپلاس
 . داريم،)۱۲(تا ) ۶(روابط 
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 .شوندثوابت بدين صورت تعريف مي
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هاي تنش جسم در شرايط حاضر و از     براي مولفه

 .]۱۰[  داريمG-Lتئوري 
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0== yzxz σσ  
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بعد زير نيز به متغيرهاي تعريف در اين تئوري، متغير بي

 .شوندافزوده مي) ۱۲(ابطه شده در ر
υηυ 2

1c=′  
)۲۶(                                                 

در اين حالت، معادلات بدون بعد حرکت و انتقال حرارت 
 به صورت زير ،)۱۲(و ) ۵(، )۴(، از روابط در حوزه لاپلاس

 .آينددرمي
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و همچنين براي شرايط مرزي بدون بعد در حوزه لاپلاس 

 .داريم
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، relaxation timeبا مساوي صفر قرار دادن دو ترم 
 .شوند، تئوري کلاسيک حاصل ميτ و υيعني

 
 روابط حاکم بر مدل اجزاء محدود

، با بکارگيري روش گلرکين G-Lدر ارتباط با تئوري     
 براي هر حاصله محدود ءاجزادر حوزه لاپلاس ، فرم رابطه 

 :چنين استالمان 
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 : بردار توابع شکل بوده وNکه در آن، 
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 و υ=0با جايگذاري  L-S محدود تئوري ء    روابط اجزا
).( با gsجايگزيني عبارت  2ssg τ+ ءاجزاو روابط 

با مساوي صفر قرار دادن دو ترم محدود تئوري کلاسيک 
υ و τشوند، حاصل مي. 
 

 تحليل مسأله
فضا که به     مسأله مورد بررسي، عبارتست از يک نيم

جهت شرايط مرزي خاص به عنوان يک مسأله دوبعدي 
با توجه روش عددي انتخاب شده . شوددرنظر گرفته مي

براي حل، ناگزير از محدود کردن حوزه حل به يک ورق 
طبيعتاً فواصلي را به عنوان مرز در . باشيمبا ابعاد معين مي

گيريم که مطمئن از نرسيدن اثر ترموالاستيک به نظر مي
با (فضا شرايط مرزي روي سطح آزاد نيم. آن منطقه باشيم

 .شوندين صورت ارائه ميبد) ۱توجه به شکل 
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    به دليل اينکه در مسأله حاضر شرايط مرزي به صورت 
شوند، آنرا متقارن در  اعمال ميyمتقارن دو طرف محور 

. کنيمبندي مينظر گرفته و فقط نيمه بالايي را مش
د معين و با بنابراين براي مسأله حاضر يک ورق با ابعا

روي . گيريمشرايط مرزي زير روي سه لبه ديگر درنظر مي
 مرز پايين به صورت














==
∂
∂

 →=

==

==
∂
∂

=
∂
∂

000

00

00

0
yat

y
u

yatv

yat
y

x
v

xyσ

θ

        

 )۳۸(  

 و روي دو مرز بالا و سمت راست عبارتند از
0vu === θ   

)۳۹( 
)شوک حرارتي  )tyr  به صورت پله واحد روي مرز آزاد از ,

0=y تا aشود اعمال مي. 
 از المان چهارگوش  محدود،ءاجزا    براي حل معادلات 

المان انتخاب شده داراي . اي استفاده گرديدچهار گره
باشد، تا از پيوستگي ابعادي به اندازه کافي کوچک مي

رز المانها متغيرهاي گرهي و مشتق مرتبه اول آنها روي م
 .اطمينان حاصل شود

 بيان شده s، برحسب پارامتر )۳۴(    از آنجا که رابطه 
 پس از ترکيب ماتريسهاي الماني و تشکيل است،

ماتريسهاي کل سازه، مقادير نقاط گرهي به صورت تابعي 
براي اين منظور، لازم است که . آيند بدست ميsاز پارامتر 

حل دستگاه معادلات حاکم بر کل جسم، به صورت 
حل ياد شده در نرم افزار . پارامتريک صورت پذيرد

Matlabپس از يافتن وابستگي مقادير .  انجام شده است
 ، تغييرات زماني کميت ياد شده بر sنقاط گره به پارامتر 

ز تبديل لاپلاس معکوس توسط حسب زمان، با استفاده ا
 .اند ، بدست آمدهMatlabنرم افزار 

 
 نتايج

   براي استخراج نتايج، از ويژگيهاي مادي و هندسي زير 
 :استفاده شده است

1,1.0,02.0
013.3,703.1,0167.0

====
===

ha
gb

υτ
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 به ترتيب، نمودارهاي توزيع دما، )۴( تا )۲(شکلهاي 
جابجايي و تنش جهت مقايسه ميان تئوريهاي کلاسيک 

. باشند ميG-L و L-Sوپل و تئوريهاي غيرکلاسيک ک
 و L-Sشود، پاسخهاي تئوريهاي همانگونه که مشاهده مي

G-Lمورد مهمي که در . باشند به يکديگر نزديک مي
توان مدنظر قرار داد، حوزه محدودتر تأثير  مي۲نمودار 

 نسبت به تئوري G-L و L-Sتئوريهاي غيرکلاسيک 
ه به دليل سرعت بينهايت سيگنال البت. باشدکلاسيک مي

توان براي پاسخ آن حوزه حرارتي تئوري کلاسيک، نمي
تاثير قائل شد ولي اگر از مقادير ناچيز پاسخ در نواحي 

توان گفت که بدليل  پوشي شود، آنگاه ميدورتر چشم
 G-L و L-Sتأخير و يا به تعبيري اينرسي بالاي تئوريهاي 

 ، حوزه پاسخ محدودتري relaxation timeناشي از وجود 
 .شوددر زمان مورد بررسي براي آنها مشاهده مي

، پاسخ سيستم relaxation timeبدليل وجود ضريب تأخير 
تر و با اينرسي بيشتري  لختG-L و L-Sدر تئوريهاي 

به همين دليل، در اين تئوريها،  نقاط . گرددظاهر مي
ه تئوري دورتر از پيشاني موج جابجايي کمتري نسبت ب

اين پديده عامل توجيه تنش کششي . کلاسيک دارند
بيني شده توسط آنها نسبت به تئوري کوچکتر پيش

نقاط با فاصله (کلاسيک در نقاط قبل از پيشاني موج 
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1.0<x (به همين ترتيب، اينرسي بالاي نقاط . باشدمي
تر آنها ابجايي سنگين و جx<1.0تحرک در محدوده کم

. شودمنجر به القاء تنش فشاري بزرگتر براي اين نقاط مي
انقباض شديدتر اين نقاط در تئوريهاي مدرن مورد نظر، 
 گرماي بيشتري توليد کرده و همانگونه که مشاهده 

بيني شده توسط اين تئوريها در شود، دماي پيشمي
وسط تئوري بيني شده تپيشاني موج بزرگتر از دماي پيش

 .کلاسيک است

 
 .t = 0.1 در x  مقايسه توزيع دما روي محور  :٢شکل 

 

 
 .t = 0.1 در x  مقايسه توزيع جابجايي روي محور  :٣ شکل 

 

 
 .t = 0.1 در x مقايسه توزيع تنش روي محور  :٤شکل 

 x محور ، توزيع جابجايي نقاط گرهي را روي)۳(شکل 
 بوده G-Lبزرگترين پاسخ مربوط به تئوري . دهدنشان مي

. باشدو کوچکترين پاسخ مربوط به تئوري کلاسيک مي
 به يکديگر L-Sضمناً پاسخ جابجايي تئوريهاي کلاسيک و 

 بجز در نقاط مجاور پيشاني موج .G-L نزديکترند تا پاسخ
ترموالاستيک که در آنها شاهد پيک بزرگتري براي 

باشيم، در ساير نقاط گرهي وريهاي غير کلاسيک ميتئ
 . باشندنتايج هر سه تئوري تقريباً منطبق مي

، نتايج تحليل تنش سه تئوري را براي مثال )۴(    شکل 
شود،  همانطور که مشاهده مي. دهدکنوني نشان مي

تئوري کلاسيک، تنشهاي کششي بزرگتري را براي نقاط 
 تنشهاي فشاري L-Sي قبل از پيشاني موج و تئور

در . کندبيني ميبزرگتري را براي نقاط بعد از آن پيش
 نسبتاً زودتر به مقدار صفر L-Sفواصل دورتر، نتايج تئوري 

 .شوندنزديک مي
 سرعت سرعت انتشار امواج ]۲[ و ]۱[در مراجع     

الاستيک و گرما براي جنس خاصي از محيط پيوسته ارائه 
يج مراجع مذکور، سرعت امواج بر پايه نتا. شده است

با (الاستيک تئوريهاي هايپربوليک با دقت بسيار بالايي 
با سرعت موج  )  درصد براي ماده مورد نظر۱/۰خطاي 

 بيني شده توسط تئوري کلاسيک برابر الاستيک پيش
 relaxation time  با L-Sهمچنين، براي تئوري . باشندمي

 نظر، سرعت انتشار در نظر گرفته شده براي ماده مورد
 ۱[باشد  برابر سرعت موج الاستيک مي۴موج گرما حدود 

، انطباق پيشاني موج )۴ تا ۲شکلهاي (نتايج حاضر .  ]۲و
ترموالاستيک براي تئوريهاي گوناگون را به وضوح نشان 

دهند ولي به دليل ناچيز بودن مقادير نمودارها در مي
 موج گرما در فواصل دور از پيشاني موج، مکان پيشاني

تئوريهاي غير کلاسيک با دقت مناسبي قابل تشخيص 
 .نيست

    در هردو تئوري مدرن، مقدار پيک قبل از رسيدن موج 
الاستيک کمتر و پس از آن، بيشتر از تئوري کلاسيک 

تنش فشاري بزرگتر آنها پس از پيشاني موج . باشدمي
ن بررسي الاستيک، بيانگر انقباض ماده در آن ناحيه در زما

است و از آنجا که انقباض گرمازا است، طبيعتاً بايد شاهد 
دماي بزرگتري در نتايج تئوريهاي مدرن نسبت به تئوري 

توزيع .  باشيمx=1.0کلاسيک در مکان پيشاني موج  
 نيز اين پديده را تاييد )۲(دماي نشان داده شده در شکل 

 .نمايدمي
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 بجز در موارد جزئي، G-L و L-Sريهاي     بطور کلي، تئو
پاسخهاي شديدتري را در مقايسه با تئوري کلاسيک به 

گذارند و تنها عامل توجيه کننده اين تفاوت نمايش مي
relaxation timeباشد موجود در تئوريهاي ياد شده مي . 

 
 گيرينتيجه
 بر اساس Transfinite Elementفرمولبندي روش        

س و تکنيک گلرکين براي مسأله دوبعدي تبديل لاپلا
ج يترموالاستيسيته ارائه شد و نتايج تئوري کلاسيک با نتا

 با يدر مقاله کنون.  مقايسه گرديدG-L و L-S يهايتئور
 و همينطور با توجه به اين نکته TFEMنظر به دقت خوب 

که در بسياري از مسائل، يافتن حل پايه براي استفاده در 
باشد، از پذير نمي رزي، دشوار بوده يا امکانشيوه المان م

حسن اعمال تبديل .   استفاده شده استTFEMروش 
لاس اين است که با انتقال معادلات از حوزه زمان، پلا

  مرتفع يمحدوديت استفاده از روش اجزاء محدود عاد
 براي  محدودءاجزااز آنجا که در روش عادي . گرددمي

 ترموالاستيک، عموماً نياز به انتشار موجچگونگی مشاهده 
 -۱۳براي مثال، از مرتبه (انتخاب فواصل زماني بسيار کوتاه 

باشد، خطاي گرد پيش از بازتاب و تداخل امواج مي) ۱۰
 ءاجزالذا روش عادي . شدن اعداد بسيار چشمگير است

 براي تحليل مسائل ترموالاستيسيته کوپل پيشنهاد محدود
 . اين محدوديت وجود ندارددر روش کنوني،. گرددنمي
 که ناشي از وجود G-L و L-S يبه دليل لختي تئوريها    

relaxation timeباشد، ذرات مادي با اينرسي بيشتري  مي
ي را به نمايش يشوند و تنشهاي فشاري بزرگترجابجا مي

شود که تئوري  آمده مشاهده مياز نتايج بدست. گذارندمي
تري را براي نقاط قبل از کلاسيک، تنشهاي کششي بزرگ

 تنشهاي فشاري G-L و L-Sپيشاني موج و تئوريهاي 
. کندبيني ميبزرگتري را براي نقاط بعد از آن پيش

ک، دماي ي موج ترموالاستيشانين، در مکان پيهمچن
بزرگتري در نتايج تئوريهاي مدرن نسبت به تئوري 

 .گردديکلاسيک مشاهده م
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